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rachunek catkowy funkgcji jednej zmiennej, catka nieoznaczona, pojecie funkcji pierwotnej,
podstawowe wzory i metody catkowania

Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamie¢.

Zakres materialu
1. Pojecia:

(a) funkcja pierwotna,
(b

)

) catka nieoznaczona,
(c) catkowanie,

)

(d) funkcja catkowalna.
2. Podstawowe wzory rachunku catkowego,
3. Wiasnoéci catek nieoznaczonych

(a) addytywnosé catki wzgledem funkcji podcatkowe;j,
(b) wynoszenie statego czynnika przed znak calki,

(c) catkowanie przez czeéci,
)

(d) catkowanie przez zamiane zmiennych (przez podstawienie).

Oznaczenia, terminologia i twierdzenia

1. Funkcja pierwotna Funkcjg pierwotng funkgji f(x) w przedziale a < x < b nazywamy kazda taka
funkgje F(x), ktorej pochodna F'(x) réwna sie danej funkgi f(x) dla kazdego x z przedziatu
a<x<bh.

2. Dwie funkcje majace w danym przedziale te sama skoriczona pochodna moga sie rézni¢ co naj-
wyzej o stala.

3. Calka nieoznaczona Catkg nieoznaczong funkgji f(x), oznaczana symbolem

| fyax,

nazywamy wyrazenie F(x) + C, gdzie F(x) jest funkcja pierwotna funkgji f(x), a C jest dowolna
stata. Jest wiec

/f(x)dx = F(x) + C gdzie F'(x) = f(x).



4. Podstawowe wzory rachunku catkowego

a+1

a) [x"dx =2 = +C a#—1,x>0.
i. Gdy a € N, to zastrzezenie x > 0 odpada.

ii. Gdy a € Z_, to zamiast x > 0 wystarczy zalozy¢ x # 0.

(b) [¥ =In|x|+C, x #0,
(@) [e'dx =e"+C,
d [ xdx—lna+C a>0a#1,
(¢) [cosxdx =sinx+C,
(f) f51nxdx——cosx+C
(8) COSz =tgx+C, cosx # 0,
dx .
(h) fsmxx =—ctgx+C, sinx # 0,
(1) —arcsmx~|—C——arccosx—|—C’ -l<x<1],
() z+1—arctgx+C——arcctgx+C’

5. Calkowanie Wyszukiwanie catki nieoznaczonej danej funkcji nazywamy catkowaniem.

6. Funkcja calkowalna Funkgje, ktéra posiada w pewnym przedziale catke nieoznaczona, nazywa-

my catkowalng.
7. Kazda funkgja ciaglta w przedziale posiada w nim catke.

8. Wlasnosci calek nieoznaczonych

(a) Addytywnos¢ catki wzgledem funkcji podcatkowej Catka sumy réwna sie sumie catek, tzn.

J () +g(x))dx = [ frydx+ [ glx)dx
(b) Staty czynnik wolno wynieé¢ przed znak catki, tzn.
/kf(x)dx — k/f(x)dx, k 0.

(c) Jezeli f(x) # 01 posiada pochodna w pewnym przedziale, to otrzymujemy wzor

f(x)
o

x=1In|f(x)|+C.

(d) Catkowanie przez zamiane zmiennej (przez podstawienie) Jezelidlaa < x < b, g(x) =

u

jest funkcja majaca ciagta pochodna oraz A < g(x) < B, a funkgja f(u) jest ciagta w prze-

dziale [A; B], to
[ Fe(x)g (x)dx = [ flu)du

przy czym po scatkowaniu prawej storny nalezy w otrzymanym wyniku podstawi¢ u = g(x).

(e) Calkowanie przez czesci Jezeli u, v sa funkcjami zmiennej x majacymi ciagla pochodna, to

/udv:uv—/vdu.



(f) Reguta catkowania przez czeéci ma mniejsze zastosowanie niz catkowanie przez podstawie-

nie. Istnieja jednak klasy catek, na przykfad

/ x*1n™ xdx, / x* sin bxdx, / x* cos bxdx, / xFe™dx

i inne, ktére obliczamy wtasnie za pomoca catkowania przez czesci.

Pomocne wzory
1. (a£0b)? =a®+2ab+b?,

2. sin®x + cos?x = 1,

Zadania

1. Obliczy¢ catki

dx

) |55
(b) [ x/xdx,
© [ 5%
(d) [(3x° —4x® +2)d
(e) f 22243 4
(f) [(2v/x+3x)v/xdx,
(8 J(1—vx)dx,
(h) [(—5sinx+3cosx +1)dx,
(i) [(2tgx +3ctgx)dx,

(a) [ v2x+5dx,

®) [ %5

© [ 553

(d) [ cosmxdx,m #0,
(e) [(sin3x + cos2x)dx,
() [(3sinxcosx +2)dx,
(g) [ sinxdx,

(h) [ x(x*+1)%dx,

() [ 2%,

G) [ xv1—x2dx,

9 f 5,

3. cosp +coss = 2cos 2

4. COsSp —coss = —2sin

G) | <= 1'

(k) [ 55d

1) f%dx
(m) [ 55dx,
(n) [ 1fszdx,

(O) f Ccos x dx

a+b sin x

(p) f stx’
(q) f sin xcos2
(r) [tg®xdx.

) [2%5,a>0,
(m) [,
(n) f 12&%,
©) [ 7=
P [ 2=
@ J % a>0,
® [ W—bz
s) [ \/ﬁ’ a#0,

a>0,

(t) f x ln x’
sin xdx
() o2 x

+s p—s
55— cos 55—,

pts p—s
> Sin .



v) [edx, a #0,
w) [ xe~¥dx,

3. Obliczy¢ catki przez czesci

@ f Cii‘z" ,
b) [ x?cosxdx,
(c) [ xPe*dx,
)
)
)

~

(d) [x3e**dx,
(e) [ x*(cosx+ e¥)dx,
® [ x(x—1)evdx,
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x) [ \/%dx, (podstawi¢ x = sinu),
(y) [V1—x2dx.

(g) [ xInxdx,
(h) [Inxdx,
(i) [ 'oFdx,

() [ arccosxdx,

(k) [arcctgxdx,

() [ xarctgxdx,

(m) [(arcsinx)?dx,
(m) [e*(3sinx + 2cosx)dx,
(0) [ €™ cosnxdx,
(p) J ™ sinnxdx,

)

(qQ) [ cos?xdx.



