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rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej, catka oznaczona

Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu
1. Pojecia:

(a) calka oznaczona o goérnej granicy zmiennej,

(b) catka oznaczona w granicach od a do b,

)

)
(c) granice catkowania,
(d) przedziat catkowania,
)

(e) catka niewlasciwa.

2. Wiasnosci calek oznaczonych.

Oznaczenia, terminologia i twierdzenia

1. Calka oznaczona o gérnej granicy zmiennej Te catke funkgji f(x), ktora zeruje sie dla x = g,
oznaczamy

/ f(x)dx  lub / F(u)du
i nazywamy catkq oznaczong o gérnej granicy zmiennej. Mamy

[ fedx = F(x) - Fla),

gdzie F(x) jest dowolna funkcja pierwotna dla funkcji f(x), tzn.

2. Catka oznaczona funkgcji f(x) w granicach od a do b Liczbe, ktdra jest wartoscia catki

| fx)dx = Fx) - Fla)
dla x = b, oznaczamy
b
/a f(x)dx

i nazywamy catkq oznaczong funkcji f(x) w granicach od a do b.



. Granice calkowania Liczby a i b nazywamy granicami catkowania.
. Przedzial calkowania Przedzial domkniety o konicach a, b nazywamy przedziatem catkowania.
. Mamy oczywiscie: fabf(x)dx = F(b) — F(a).

. Przyrost funkcji F(x) Roéznice F(b) — F(a) nazywamy przyrostem funkcji F(x) w granicach od a
do b i notujemy w postaci

[F(x)]" = F(b) - F(a),

co wypowiadamy krétko: Catka oznaczona jest réwna przyrostowi dowolnej catki nieoznaczonej w gra-
nicach catkowania.

. Calka niewlasciwa Czesto w zastosowaniach spotykamy sie z catkg niewlasciwg, tj.

/aoof(x)dx

ktéra definiujemy jako nastepujaca granice:

/ flx)dx = lim f( )dx = lim [F(8) — F(a)].

B—roo
Jezeli granica po prawej stronie nie istnieje, to méwimy, ze catka niewlasciwa nie istnieje.

Podobnie okreslamy catke niewlasciwa

b b
/_ _flx)dx = lim / F(x)dx = lim [F(b) — F(a)].

K——00 Sy x——00

. Z innym rodzajem calki niewlasciwej spotykamy sie w przypadku, gdy funkcja podcatkowa nie
jest ograniczona w otoczeniu jednego z koricéw przedziatu catkowania. Catke okreslamy wtedy
W nastepujacy sposéb:

/abf(x)dxz lim /ﬂﬁf(x)dx = lim [F(B) — F(a)],

B—b
a<p<b a<p<b

gdy f(x) nie jest ograniczona w otoczeniu punktu x = b i analogicznie

b b
/a f(x)dx = lim / F(x)dx = lim [F(b) — F(a)],

a—a
a<a<b a<a<b
gdy f(x) nie jest ograniczona w otoczeniu punktu x = a.

. Wlasnosci catek oznaczonych

(a) Wartos¢ catki oznaczonej nie zalezy od oznaczenia zmiennej podcatkowej:

/abf(x)dx = /abf(t)dt = /ubf(u)du itp.
/uxf(x)dx = /uxf(u)du

i takze



(b) Gdy granica gérna réwna jest dolnej, to catka oznaczona jest réwna zeru
a
/ F(x)dx = F(a) — F(a) = 0.
a

(c) Przestawianie granic catkowania zmienia znak catki

[ Fx)dx = Fla) ~ Fo) = ~(F(6) ~ F(@) = - [ fx)ax.

(d) Pochodna calki oznaczonej wzgledem zmiennej gérnej granicy jest réwna wartosci funkgji
podcatkowej dla tej granicy

& [ Feodx =50,

(e) Pochodna catki wzgledem dolnej granicy jest rowna wartosci funkcji podcatkowej dla tej
g ) & Y np ) ]
granicy ze znakiem przeciwnym

d (b q
5 feodx = —r(.
(f) Dla trzech dowolnych liczb a, b, ¢ lezacych w przedziale ciaglosci f(x) zachodzi zwiazek
c b b
/ f(x)dx +/ f(x)dx = / f(x)dx.
Ja c a
(g) Stala mozna wylaczy¢ przed znak catki oznaczonej
b b
/ m- f(x)dx = m/ f(x)dx.
a a

(h) Calka oznaczona sumy funkcji jest réwna sumie catek skltadnikéw

[ 150+ sl = [ fiax+ [ g

Pomocne wzory
1. a8 = p,

2. log, b = clog, b,

3. lim x* = lim é™ = lim ¢™* = lime! 2 lime @ = lime ¥ =¢0 =1
x—0t+ x—0* x—0t+ x—0t x—0t x—0t+
Zadania
1. Obliczy¢ catki
3 /2 . 0
(@) [, xdx, (d) ["/),sinxdx, ® J . . tgudy,
2 1
® [ 5 © fy (x* = Ziy)dx, (h) fy x"dx,n # 1,
. 2
(© [, ® J°,,tgxdx, () [0 sdx.



2. Obliczy¢ catki niewlasciwe

[e0]
@ i %

(b) -1 dx

© Ji 15
Bibliografia

1. Matematyka czes¢ I W. Wrona

2. Analiza matematyczna w zadaniach cz. I W. Krysicki, L. Wlodarski

(d) f0°° e *dx,

(® fo %a>0,

(f) [} Inxdx,

(8) f,ll

() [,

dx

V1—x2’

—X

V1+x

dx.



