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Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czeSci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu

1. Definicja ciagu nieskoriczonego; 5. Dzialania na ciagach;
2. Postep arytmetyczny;

6. Ciagi monotoniczne;
3. Postep geometryczny;

4. Ciag sum czesciowych; 7. Ciagi ograniczone;

Oznaczenia i terminologia

1. Nieskoniczony ciag liczbowy Jezeli kazdej liczbie naturalnej n zostanie przyporzadkowana
jedna liczba rzeczywista u,, to méwimy, ze zostat okreslony nieskoriczony cigg liczbowy.

2. Wyraz ciagu Liczby w1, uy, ... nazywamy wyrazami ciggu.
3. Wyraz og6lny ciagu Symbol u, nazywamy wyrazem ogélnym ciggu.

4. Postep arytmetyczny Postep (ciag) arytmetyczny, to ciag liczbowy {a,}, w ktérym kazdy ko-
lejny wyraz od drugiego poczawszy jest suma wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego oraz
ustalonej liczby r zwanej réznicq ciggu:

a, = ay_1 +rdlan>1.
Pierwszy wyraz a; = a i r6znica r wyznaczaja postep arytmetyczny.

5. Postep geometryczny Postep (ciag) geometryczny, to ciag liczbowy {a, }, ktérego kazdy kolejny
wyraz od drugiego poczawszy jest iloczynem wyrazu poprzedniego i pewnej stalej g nazwanej
ilorazem ciggu:

ay =q-a,_1dlan>1.

Pierwszy wyraz a; = a i iloraz ¢ wyznaczaja postep geometryczny.



6. Ciag sum czesSciowych postepu arytmetycznego Majac dany postep arytmetyczny mozna

utworzy¢ nowy ciag
51,5,...,5u, ...

gdzie
S1=m, Sy =a1+ay; =2a1+v, S3; = a1+ ax +az = 3aq + 2r,
Sp=m+a+az+...+a,=na+ (n—1r,
Jest to tak zwany cigg sum czesciowych postepu arytmetycznego.
7. Ciag sum czesSciowych postepu geometrycznego Majac dany postep geometryczny mozna

utworzy¢ nowy ciag
51,52, Su, ...

gdzie
S1=m, So=m+a=mn(1+9q), Ss=a+ar+az=am(1+q+q),

Sp=a1+atazt...day=a(1+qg+q*+...+q"h),
Jest to tak zwany cigg sum czesciowych postepu geometrycznego.
8. Dzialania na ciggach

(a) Ciag mnozymy przez liczbe, mnozac kazdy wyraz ciagu przez te liczbe.

(b) Dwa dowolne ciagi dodajemy, odejmujemy, mnozymy lub dzielimy przez siebie, dodajac, odejmu-
jac, mnozac lub dzielac wyrazy jednego ciagu przez odpowiednie wyrazy drugiego.

(c) Horaz ciagéw mozna obliczy¢ jedynie wtedy, gdy dla ciagu {b,}, przez ktéry dzielimy, za-
chodzi b, # 0 dla wszystkich wskaznikéw n, tzn. gdy ciag {b, } ma wszystkie wyrazy rézne
od zera.

9. Ciag monotoniczny Ciag {a,} nazywamy

(a) rosngcym, jezeli kazdy wyraz nastepny jest wiekszy od poprzedzajacego, tzn. gdy dla wszyst-
kichn € N
py1 > ap, tzn.  ay —a, >0,

(b) nierosngcym, jezeli kazdy wyraz nastepny jest niewiekszy od poprzedzajacego, tzn. gdy dla
wszystkich n € N
Apy1 < dy, tzn. a1 —a, <0,

(c) malejgcym, jezeli kazdy wyraz nastepny jest mniejszy od poprzedzajacego, tzn. gdy dla
wszystkich n € N
Apy1 < ap, tzn. a,11—a, <0,

(d) niemalejgcym, jezeli kazdy wyraz nastepny jest niemniejszy od poprzedzajacego, tzn. gdy dla
wszystkich n € IN
A1 2 A,  tzn.  ayp —a, 20,

Ciag {a,} jest monotoniczny, gdy spelnia ktéry$ z warunkéw (a)-(d). Ciag {a,} jest scisle monoto-
niczny, gdy jest rosnacy albo malejacy.



10. Ciag ograniczony Ciag {a,} nazywamy ograniczonym, gdy kazdy jego wyraz ma bezwzgledna
warto$¢ nie przekraczajaca pewnej stalej liczby dodatniej M, tzn. gdy

’al’l| S M/
dla wszystkich wskaznikéw 7, a zatem gdy
-M<a, <M (M>0),

tzn. gdy wszystkie wyrazy ciagu zawieraja sie w skoriczonym przedziale [—M, M].

Twierdzenia

1. Suma pierwszych n wyrazéw postepu arytmetycznego Dany jest ciag arytmetyczny a;, ay, . . .
Suma pierwszych n € IN wyrazéw ciagu arytmetycznego dana jest wzorem

a; + ay

So=m+ar+...+ta,=n- >

Jest to wzoér na n-ty wyraz ciagu sum czeSciowych postepu arytmetycznego.

2. Suma pierwszych n wyrazéw postepu geometrycznego Niech 4 € R bedzie pierwszym
wyrazem ciaggu geometrycznego, a q € R jego ilorazem. Suma pierwszych n € IN wyrazéw ciagu
geometrycznego dana jest wzorem

14"
Sp=a+ag+...+ag" ! = o=y dla  g#1,

Jest to wzoér na n-ty wyraz ciagu sum czeSciowych postepu geometrycznego.

Zadania

1. Wypisac¢ kilka pierwszych wyrazéw ciagu

@ {71} (d) {sin(3n7)},
1y (e) {1},
® (), " .
(f) bedacego przyblizeniami dziesietnymi
© {(-1)"(n+1)}, przez niedomiar liczby 7.

Obliczy¢ wyraz 35 dla tych ciagéw.
2. Ile wynosi pierwszy wyraz i r6znica nastepujacego ciagu arytmetycznego?

(a) 5,8,11,14,.. ., ®) 1,3,5,7,..., (c) 12,—12,-36,—60, .. ..

3. Napisaé¢ kilka pierwszych wyrazéw postepu arytmetycznego o podanym pierwszym wyrazie
i réznicy



(@) a=2,r=4, (b) a=10,r = =3, (c) a=-10,r = 3.

4. Napisa¢ wzér na wyraz a, dla ciagéw arytmetycznych z zadania [2|i 3| Nastepnie napisa¢ wzor
na ajg.

5. Dla ciagéw arytmetycznych z zadania [2|i 3| obliczy¢ sume pierwszych

(@) 4 wyrazéw, (b) 10 wyrazoéw, (c) 100 wyrazoéw.

6. Ile wynosi pierwszy wyraz i iloraz nastepujacego ciagu geometrycznego?
(@ 1,2,4,8,..., (b) 4,2,1,1,..., (c) 12,-12,12,-12,....
7. Napisa¢ kilka pierwszych wyrazéw postepu geometrycznego o podanym pierwszym wyrazie
i ilorazie
(@) a=2,9=4, b)a=749=1, (c) a=10,9 = -3, (d) a=-10,9 = 3.
8. Napisa¢ wzor na wyraz a, dla ciagéw geometrycznych z zadania [6]i[7} Nastepnie napisa¢ wzor
na aj.

9. Dla ciagéw geometrycznych z zadania [p]i [7] obliczy¢ sume pierwszych

(@) 4 wyrazow, (b) 10 wyrazoéw, (c) 100 wyrazoéw.

10. Dla postepu
(@) 2,4,6,..., (c) 10,5,0,—5..., e 1,-3,1,—% (g) 5,—-10,20,...,
(b) 5,9,13,..., @ 13,2..., f) 2,4,8,..., (h) 0,2, 0,02, 0,002,...
obliczy¢ dziesiaty wyraz ajg i sume pierwszych dziesieciu wyrazéw Syp.
11. Obliczy¢ n-ty wyraz ciagu bedacego suma, réznica, iloczynem i ilorazem ciagéw

(@) {an} = {2} oraz {b,} = {1}, (¢) {an} = {sin} oraz {b,} = {n”?},
() {an} = {5} oraz {bu} = {715}, (d) {an} = {;z} oraz {bu} = {715}

Wypisa¢ po trzy pierwsze wyrazy otrzymanych ciagéw.

12. Zbada¢ monotonicznos¢ i ograniczono$¢ ciagu

(@) {an} = {%52}, (©) {an} = {2}, (e) {an} = {Vn+2},
(b) {an} = {3n+2}, (d) {an} = {35}, ® {an} ={2-73},

13. Poda¢ przyklad ciagu niemonotonicznego.
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