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Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czeSci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu

1. Pojecia
(a) funkcja jednej zmiennej, (o) iloraz ré6znicowy,
(b) argument funkgcji (zmienna niezalezna), (p) funkcja ograniczona,

(¢) zmienna zalezna, (q) funkcja okresowa (periodyczna),

(d) warto$¢ argumentu, .
(r) funkcja parzysta,
(e) wartos¢ funkcji w punkcie, funkeia ni
ta,
(f) dziedzina (pole okreslonosci) funkgji, (s) funkcja nieparzysta

() zakres funkdji, (t) funkcja odwrotna,

(m) funkcja rosnaca, (y) czes¢ utamkowa (mantysa) liczby rzeczy-

(n) funkcja malejaca, wistej.

(h) wykres funkj, (u) funkcja odwracalna,
(i) funkcja ztozona, (v) funkcje elementarne,
(j) funkcja zewnetrzna, (w) czes¢ catkowita (cecha, podioga, entier)
(k) funkcja wewnetrzna, liczby rzeczywistej,
(1) funkcja ré6znowartosciowa (iniekcja), (x) cecha gltéwna (sufit) liczby rzeczywistej,
)
)

2. Podstawowe funkcje elementarne

(a) wielomian, (f) funkcja potegowa,

(b) funkcja kwadratowa, (g) funkcja wyktadnicza,

(c) wielomian trzeciego stopnia, (h) funkcja logarytmiczna,

(d) funkcja wymierna, (i) funkcje trygonometryczne,

(e) funkcja homograficzna, (j) funkcje cyklometyrczne (kotowe).

3. Wiasnoéci funkcji
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(a) wyktadniczej, (b) logarytmicznej, (c) trygonometrycznych.

Wzory redukcyjne.

Tozsamosci trygonometryczne.

Oznaczenia, terminologia, twierdzenia
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Funkcja jednej zmiennej Jezeli kazdej liczbie x ze zbioru A przyporzadkowana jest doktadnie
jedna liczba y pewnego zbioru B, to méwimy, ze w zbiorze liczb A okreslona jest pewna funkcja
f. Przyporzadkowanie to zapisujemy

y = f(x).

. Argument funkcji (zmienna niezalezna) Litere x w powyzszym wzorze nazywamy arguimern-

tem funkcji (zmienng niezalezng).

. Zmienna zalezna Litere y w powyzszym wzorze nazywamy zmienng zalezng.

Wartos¢ argumentu (warto$¢ zmiennej niezaleznej x) Okreslona liczbe xy ze zbioru A na-
zywamy wartosciq argumentu funkcji f albo wartosciq zmiennej niezaleznej x.

. Wartos$¢ funkcji w punkcie Liczbe yy ze zbioru B przyporzadkowana liczbie x) nazywamy

wartoscig funkcji f w punkcie x.

. Dziedzina (pole okre$lonosci) funkcji Zbiér A wartosci argumentéw funkcji f nazywamy

dziedzing funkcji f albo polem okreslonosci funkdji f.

Zakres funkcji Zbiér B wartosci funkgji f nazywamy zakresem funkcji f.

. Wykres funkcji Zbiér tych punktéw M na plaszczyznie, ktérych odcietymi sa liczby nalezace

do zbioru A, a rzednymi sa przyporzadkowane im wartosci funkcji, nazywamy wykresem funkcji.

. Funkcja zlozona Niech

z = g(x)
bedzie funkcja, ktérej polem jest zbiér liczb A, a zakresem zbidr liczb B, natomiast
y = h(z)

niech bedzie funkcja, ktorej polem jest zbiér liczb C, a zakresem zbiér liczb D. Jezeli zbiér B jest
zawarty w zbiorze liczb C, to oba powyzsze wzory wspdlnie przyporzadkowuja kazdej liczbie
x ze zbioru A dokladnie jedna liczbe y ze zbioru D, a wiec okres$laja nowa funkcje, co zapisujemy

y =h(g(x)).

Funkcje okreslona w ten sposéb w zbiorze liczb A nazywamy funkcjg ztozong lub funkcjg superpo-
nowang.

Funkcja zewnetrzna Funkcja h z powyzszego wzoru nazywana jest funkcjg zewnetrzng funkgji
ztozonej.

Funkcja wewnetrzna Funkcja g z powyzszego wzoru nazywana jest funkcjg wewnetrzng funkgji
zlozone;.
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Funkcja ré6znowartosciowa (iniekcja) Funkcje f(x) nazywamy funkcjg réznowartosciows (iniek-
cjg) w zbiorze A, jezeli dla kazdej pary r6znych wartosci x; # x; z tego zbioru odpowiadajace im
wartosci funkgcji sa rézne: f(x1) # f(x2).

Funkcja rosnaca Funkcje nazywamy funkcjg rosngcq w zbiorze A, jezeli dla kazdej pary wartosci
x1 < X2 z tego zbioru jest f(x1) < f(x2).

Funkcja malejaca Funkcje nazywamy funkcjg malejgcq w zbiorze A, jezeli dla kazdej pary warto-
Sci x1 < x2 z tego zbioru jest f(x1) > f(x2).

Funkcja rosnaca i funkcja malejaca sa funkcjami réznowarto$ciowymi.
Iloraz ré6znicowy Wyrazenie

fx2) — f(x1)

pS— gdzie x; < x,

nazywamy ilorazem réznicowym.

Funkcja f jest rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz r6znicowy jest dodatni.
Funkcja f jest malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz ré6znicowy jest ujemny.

Funkcja ograniczona Funkcje y = f(x) okreSlona w pewnym zbiorze wartosci argumentu
X nazywamy ograniczonqg w tym zbiorze, gdy istnieje liczba M > 0 taka, ze

[f(x)] <M

dla wszystkich x rozwazanego zbioru. Stad wynika, ze dla punktéw P(x,y) wykresu funkgji
ograniczonej zachodzi

a zatem wykres funkcji ograniczonej lezy w pasie ograniczonym prostymi y = —Miy = M.

Funkcja okresowa (periodyczna) Funkcje y = f(x) nazywamy okresowq lub periodyczng, jezeli ist-
nieje taka liczba a # 0, ktéra dodana do dowolnej dopuszczalnej wartosci argumentu nie zmienia
wartosci funkgji, tzn.

flx+a) = f(x).
Okres Liczbe a z poprzedniej definicji nazywamy okresem.

Okres podstawowy Gdy istnieje najmniejszy dodatni okres funkgji, to nazywamy go okresem pod-
stawowym.

Jezeli a jest okresem funkgdji, to takze k - a, gdzie k oznacza dowolna liczbe catkowita, jest okresem
funkgji:
fx+2a) = f((x+a) +a) = f(x+a) = f(x),
f(x+3a) = f((x+2a) +a) = f(x+2a) = f(x),
wiec na podstawie indukgcji ogoélnie dla k catkowitego mamy

f(x+ka) = f(z).

Wykres funkcji okresowej wystarczy wykona¢ w przedziale o diugosci réwnej okresowi a, np.
w przedziale [0;a]. W dalszych przedziatach o dlugosci a wartosci funkcji beda sie powtarzaly.
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Funkcja parzysta Funkcje y = f(x) nazywamy parzystq, jezeli przeciwnym warto$ciom argu-
mentu (rézniacym sie jedynie znakiem) odpowiadaja te same wartosci funkgji, tzn. gdy

f(=x) = f(x).

Odcietym —x i x odpowiadaja te same rzedne, a zatem wykres funkgji parzystej jest symetrycznie
potozony wzgledem osi y-6w.

Funkcja nieparzysta Funkge y = f(x) nazywamy nieparzystq, jezeli przeciwnym warto$ciom
argumentu (rézniacym sie jedynie znakiem) odpowiadaja przeciwne wartosci funkcji, tzn. gdy

f(=x) = =f(x).

Odcietym —x i x odpowiadaja rzedne y i —y, a zatem wykres funkcji nieparzystej jest symetrycz-
nie potozony wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Funkcja odwrotna Jezeli zwiazek

y = f(x)
okresla w zbiorze A funkcje ré6znowartoéciowa, majaca jako zakres zbiér B, to zwiazek ten okresla
takze w zbiorze B funkcje g, zwana funkcjq odwrotng do funkdji f,

x=g(y),

jaka otrzymamy, gdy dowolnej liczbie yy ze zbioru B przyporzadkujemy taka liczbe x¢ ze zbioru
A, dla ktorej yo = f(xg). Zakresem funkcji g jest zbior A.

Funkcja odwracalna Funkcje majaca funkcje odwrotna nazywa sie funkcjq odwracalng.

Funkcja odwrotna do funkcji rosnacej Jezeli funkgja y = f(x) jest okreslona i rosnaca w prze-
dziale a < x < b, przy czym f(a) = c oraz f(b) = d, to istnieje funkcja g, odwrotna do funkgji f,
ktora jest okreslona i rosnaca w przedziale domknietym [c, d].

Funkcja odwrotna do funkcji malejacej Jezeli funkcja y = f(x) jest okreslona i malejaca
w przedziale a < x < b, przy czym f(a) = c oraz f(b) = d, to istnieje funkcja g, odwrotna do
funkgji f, ktora jest okreslona i malejaca w przedziale domknietym [d, c].

Podstawowe funkcje elementarne Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy nastepu-
jace funkcje:

(a) funkcje identycznosciowa y = x,
(b) funkcje stata y = const,
(c) funkcje wykiadnicza y = e,

)

(d) funkcje trygonometryczna y = sinx.

Funkcje elementarne Funkcjami elementarnymi nazywamy wszystkie funkgcje, ktére mozna otrzy-
mac z podstawowych funkcji elementarnych za pomoca skoriczonej liczby dziatan arytmetycznych
oraz operacji skladania i odwracania funkgji.

Wielomian Wielomianem nazywamy funkcje postaci
Yy =apx" + a, X"V 4 agx + a,

gdzie n oznacza liczbe catkowita nieujemna oraz ao, a1, ..., a, 0znaczaja liczby dane.
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Funkcja kwadratowa (tréjmian kwadratowy) Funkcjg kwadratowq albo tréjmianem kwadrato-
wym nazywamy wielomian stopnia drugiego

y=ax’+bx+c, gdzie a#0.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o osi réwnoleglej do osi y, ktérej wierzchotek lezy

w punkcie
b A
W ( - ﬂ’ _4a> ’

a ognisko w punkcie

gdzie
A = b* — dac

nazywamy wyrdznikiem tréjmianu. Parametrem tej paraboli jest

_ 1
P= 2

Parabola jest zwrécona wierzchotkiem do géry lub na dét zaleznie od tego, czy a < 0, czy tez
a>0.

Wielomian trzeciego stopnia Wielomianem trzeciego stopnia nazywamy funkcje
y=ax’+bx*+cx+d, gdzie a#0.

Wykres tej funkcji nazywamy parabolg trzeciego stopnia.

. Funkcja wymierna Funkcjg wymierng nazywamy iloraz dwéch wielomianéw nie posiadajacych

wspdlnych dzielnikéw. Funkcja wymierna okreslona jest dla wszystkich tych warto$ci argumentu
x, dla ktérych mianownik jest r6zny od zera.

Funkcja homograficzna Funkcjq homograficzng nazywamy funkcje

ax +b .
y= m , glee Cc 7& 0.

Jej obszarem okreslonosci sa wszystkie liczby rzeczywiste x # —4. W przypadku, gdy licznik nie
jest proporcjonalny do mianownika, tzn. gdy ad — bc # 0, wykresem funkcji homograficznej jest
hiperbola réwnoboczna o asymptotach réwnolegtych do osi ukladu. Gdy ad — bc = 0, to funkcja
przybiera postac stalej, a jej wykresem jest linia prosta réownolegta do osi x bez jednego punktu,
ktoérego odcieta wynosi x = —%.
Funkcja potegowa Funkcje postaci

y =ax",

gdzie a i n oznaczaja stale, nazywamy funkcjq potegowq. Wszystkie funkcje potegowe okreslone sa
dla x > 0, a niektére takze dla innych wartosci x.



39. Wyznaczanie wzoru funkcji potegowej Dana jest funkcja potegowa postaci y = ax”, gdzie
a, n oznaczaja state. Wartosci tych stalych mozna wyznaczy¢, gdy znane sa dwie wartosci funkgcji
- wiedzac, ze funkcja przybiera w punktach x; i x, odpowiednio wartosci y; i y», mamy

Y1 = axy, Yo = axy,
a stad
i xat
Y2 (JCZ) !
wiec
_ Iny; —Iny;

Inx; —Inxy’

Znajac n znajdujemy a z dowolnego ze zwiazkow.
40. Funkcja wykladnicza Funkcjg wyktadniczqg nazywamy funkgje
y=a,

gdzie a jest liczba dodatnia, ktéra nazywamy podstawg potegi; x nazywamy tutaj wyktadnikiem
potegi. Funkcja potegowa okreslona jest dla wszystkich x rzeczywistych i jest stale

a* > 0.
Funkcja y = a* (a # 1) przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste y wieksze od zera.
41. Okreslenia dotyczace funkcji wykladniczej

(a) dla x = n, gdzie n jest liczba naturalna, tzn. catkowita dodatnia, mamy

a'=ag-a-a-...-q,
——— —
n razy
(b) dla x = 0 mamy
aozl,

(c) dla x = 7, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi, mamy

an = Vam,

(d) dla x < 0 mamy —x > 0 oraz

42. Wlasnosci funkcji wykladniczej

(a

Mg = gM1t2 tzn. potegi o tych samych podstawach mnozymy dodajac wyktadniki,

) @
(b) %% = a2, tzn. potegi o tych samych podstawach dzielimy odejmujac wykfadniki,
(c) (a"1)*2 = (a*2)™1 = ™12, tzn. potege potegujemy mnozac wykladniki,
(d) (ab)* = a*b*, tzn. iloczyn potegujemy potegujac kazdy czynnik,
e) (¢ ) = &, tzn. ulamek potegujemy potegujac licznik i mianownik.

43. Pierwiastkowanie



(a) Gdy n jest liczba parzysta \"/E, gdzie b > 0, oznacza jedyna liczbe nieujemna c, taka ze ¢" = b.
(b) Gdy n jest liczba nieparzysta v/b oznacza taka jedyna liczbe ¢, ze zachodzi ¢" = b.
(c) Gdy n jest liczba nieparzysta, pierwiastek mozna wyciaga¢ z kazdej liczby rzeczywistej do-
datniej lub ujemnej.
44. Funkcja logarytmiczna Funkcja

y=1log,x, gdzie a>0ia#]l,

jest funkcja odwrotna wzgledem funkcji wykladniczej. Wzér ten nalezy rozumieé tak, ze y jest
wyktadnikiem potegowym, do ktérego nalezy podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe x. Réwnowazne
jest rownanie

a’ = x.

Funkcja logarytmiczna okreslona jest dla wszystkich wartosci argumentu x > 0.
45. Wlasnosci funkcji logarytmicznej

(a) aloser = x,

(b) log,a* = x,

(c) log,(x1 - x2) = log, x1 +log, x5, tzn. logarytm iloczynu jest réwny sumie logarytméw czyn-
nikéw,

(d) log, it = log,x1 —log, x2, tzn. logarytm ilorazu jest réwny réznicy logarytméw dzielnej
i dzielnika,

(e) log,x" = ulog, x, tzn. potege logarytmujemy mnozac jej wyktadnik przez logarytm podsta-

wy.

46. Logarytm dziesietny i naturalny Sposréd nieskoriczenie wielu funkcji logarytmicznych wy-
rézniamy dwie nastepujace:

logarytm dziesietny: y = log,, x = 1g x,
logarytm naturalny: y = log, x = Inx.

47. Funkcje trygonometryczne Funkcje trygonometryczne to funkcje matematyczne, wyrazajace
miedzy innymi stosunki miedzy dlugosciami bokéw tréjkata prostokatnego wzgledem miar je-
go katéw wewnetrznych. Oznaczamy

. a b
sing = —, cosn = —,
c c
ta—a ctoc—b
g _b' g _El‘



C
Rysunek 1: Oznaczenia bokéw i katow tréjkata prostokatnego uzyte w definigji.

(a) Funkcje y = sinx i y = cosx sa okreSlone dla wszystkich wartosci x € R i przybieraja
wszystkie wartoéci —1 < x < 1.
(b) Funkcja y = tg x jest okre$lona dla wszystkich wartosci rzeczywistych argumentu, spelniaja-
cych warunek
x#§+kn, gdzie keZ.

(c) Funkcja y = ctgx jest okreslona dla wszystkich wartosci rzeczywistych argumentu, spelnia-

jacych warunek
x #kmn, gdzie keZ.

s

Rysunek 2: Wykresy funkgji trygonometrycznych.

48. Wzory redukcyjne



(a) sin(—x) = —sinx, (k) tg(r —x) =tg(—x) = —tgx,
(b) cos(—x) = cosx, @ ctg( —x) = ctg(—x) = —ctgx,
(c) tg(—x) = —tgx, (m) sin(57 — x) = cosx,

(d) ctg(—x) = —ctgx, (n) cos ( —x) =sinx,

(e) sin(x + ) = —sinx, (0) tg(3m —x) = ctgx,

(f) cos(x+ ) = —cosx, (p) ctg(im—x) =tgx,

(g) tg(x+m) =tgx, (@) sin(37 +x) = cosx,

(h) ctg(x + ) = ctgx, (r) cos(3m+x) = —sinx,

(i) sin(r — x) = sinx, (s) tg( T+ x) = —ctgx,

(j) cos(rt —x) = —cosx, (t) ctg(3m+x) = —tgx.

49. Wartosci funkcji trygonometrycznych

Wartosci funkgcji sin x oraz cos x fatwo zapamieta¢ przy pomocy tabeli:

T T T T
X 0 70| 47T | 37T | ST
sin x %\@ % 1 % 2 % 3 %\/41 CcOS X
T T T T
37 | 3 i | G 0 x
- .. . . L _ _ cosx ..
Wartosci funkcji tgx oraz ctgx oblicza sie z zaleznoéci tgx = 5+, ctgx = 0. Przyblizone

wartosci funkgji trygonometrycznych dla dowolnych wartosci kata 0 < x < 37 odczytuje sie
z tablic.

50. Tozsamosci trygonometryczne

(a) sin(a + B) = sinw cos  + cos a sin B, (f) tgla —B) = ltifg;t;ggﬁ 5

(b) cos(a + B) = cosacosp — sinasin f, (g) sin(a+ B) + sin(a — B) = 2sinacos b,
(c) sin(a — B) = sinacos B — cosasin §, (h) cos(a + B) + cos(a — B) = 2coswa cos B,
(d) cos(a — B) = cosacos B+ sinasinf, (i) sina +sin B = 2sin “iﬁ - Cos “quﬁ

(e) tg(a+p) = S;iﬁii’f;)) = fﬁf‘gtffgﬁ B/ (j) cosa —cosp = —2sin HS -sin %ﬁ

51. Funkcje cyklometryczne (kolowe) Funkcje cyklometryczne (kotowe), to funkcje odwrotne do
funkgji trygonometrycznych ograniczonych do pewnych przedzialéw. Funkcje trygonometryczne
rozpatrywane na tych przedzialach sa ré6znowartoéciowe i maja funkcje odwrotne.

(a) arcus sinus (arcsin) jest funkcja odwrotna do funkcji sinus rozpatrywanej na przedziale
[—%; 5]. W tym przedziale sinus jest funkcja rosnaca (zatem réznowartosciowa), wobec cze-

go ma funkcje odwrotna, ktéra jest okreslona na przedziale [—1;1] (czyli obrazie przedziatu
[— 7, 5] przez funkgje sin),

(b) arcus cosinus (arccos) jest funkcja odwrotna do funkgcji cosinus rozpatrywanej na przedziale
[0; 7r]. W przedziale tym cosinus jest funkcja malejaca (zatem réznowartosciowa), wobec cze-

go ma funkcje odwrotna, ktora jest okreslona na przedziale [—1;1] (czyli obrazie przedziatu
[0, 7] przez funkcje cos),



(c) arcus tangens (arctg) jest funkcja odwrotna do funkgji tangens rozpatrywanej na przedzia-
le (—%,7%). W przedziale tym tangens jest funkcja rosnaca (zatem réznowartosciowa), wo-
bec czego ma funkcje odwrotna, ktéra jest okreslona w zbiorze R (czyli obrazie przedziatu

VI

(=%, %) przez funkdje tg),

(d) arcus cotangens (arc ctg) jest funkcja odwrotna do funkcji cotangens rozpatrywanej na prze-
dziale (0, 7r). W przedziale tym cotangens jest funkcja malejaca (zatem réznowartosciowa),
wobec czego ma funkcje odwrotna, ktéra jest okreslona w zbiorze R (czyli obrazie przedziatu
(0, ) przez funkgje ctg).

Zwiazek x = arcsiny rozumiemy: x jest kqtem mierzonym w radianach, zawartym w przedziale
[—%; 5], ktorego sinus wynosi y.
Przydatne wzory i fakty

1. Twierdzenie Talesa Jezeli ramiona kata przetniemy dwiema prostymi réwnolegltymi nieprzecho-
dzacymi przez wierzchotek kata, to odpowiednie odcinki wyznaczone przez te proste na jednym
ramieniu kata sa proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na
drugim ramieniu kata.

2. Pole trapezu Pole trapezu obliczamy mnozac sume dlugosci podstaw przez potowe wysokosci.

3. Czg$é¢ catkowita (cecha, podloga, entier) liczby rzeczywistej [x], | x| Najwieksza liczba
catkowita nie wieksza od x nazywana jest czescig catkowitq (cechq, podtogq, entier) liczby x. Symbo-
licznie:

|x| =max{k € Z : k < x}.

4. Cecha gléwna (sufit) liczby rzeczywistej [x| Najmniejsza liczba calkowita nie mniejsza od
x nazywana jest cechq gtowng (sufitem) liczby x. Symbolicznie:

[x] =min{k € Z : k > x}.

5. Czeé¢ ulamkowa (mantysa) liczby rzeczywistej {x} Liczba réwna x — | x| nazywana jest
czescig utamkowq (mantysq) liczby x.

Zadania
1. Pojecie funkcji

(a) Ile wartosci funkcji odpowiada dla y = f(x) kazdej dopuszczalnej wartosci argumentu?

(b) Droga x przy wolnym spadku jest funkcja czasu t, tj. x = ¢(t), gdzie ¢(t) = %2. Obliczy¢:

i. 9(0,2), iii. (1), v. 9(3),
ii. ¢(0,5), iv. ¢(2), vi. ¢(6,4).

(c) W tréjkacie ABC o podstawie AC = b i wysokoéci BD = h poprowadzono prosta EF réow-
nolegta do podstawy AC w odleglosci x od podstawy. Pole y trapezu AEFC jest funkcja
odlegtosci x. Wyrazi¢ y za pomoca x oraz podaé obszar okre§lonosci tej funkcji.

2. Sposoby przedstawienia funkcji

(a) Zbada¢ obszar okreslonosci funkgcji



i.

Y= o) iii. y = vx2+4x —5, vi. y =1g 3%,

iv. y = vVx—2x2, vii. y =1g(x? —1)(x* — 4).
iy =vx—1, V.Y =
(b) Dla funkdji y = f(x), gdzie f(x) = 15, obliczy¢ wartosci
i. f(—2), iv. f(a), vil. f(x+1), x. f(x%), Xii. ﬁ
i. f(2), v. f(5a viii. f(x)+1,

iii. £(3,5), vi. f(—x), ix. f(x+h), xi. f(1), xiii. f(%).

(c) Obliczy¢ tablice wartosci funkgji i naszkicowac jej wykres

i. y=c,gdziec € R, Lo ) 2x dla 0<x<«<1,
VY= x4 dla 1<x<?2
ii. y = x*w przedziale [—1,4;1,4], = ¢
1 viii. y =v1—x2dla0 <x <1,
iii. v = =,
YT ix. y=3x+1,
iv. y = |x], % ¥ = V%
v. y={x}, xi. y = %,
vi.y =1, xii, y = X

(d) Obliczy¢ wartosci funkeji y1 = [x| i y» = [x] dla wartosci argumentu

ix=-27, iii. x = —v/2, v. x =11,
ii. x=13,75, iv. x =7, vi. x =113,

(e) Obliczy¢ tablice wartosci funkgji i naszkicowac jej wykres

iy=x|x], iii. y=(x—2)2dlal<x<3.
ii. y:xzdla—lgxgl,
(f) Wykona¢ na jednym rysunku wykresy funkcji

1
?1

4 4

i.y:%ix: i.y=x"ix =y~ ii. y=2x—3ix =2y —3.

3. Wilasnosci funkcji

(a) Wykazaé¢, ze funkgja y = x> — 2x + 1 jest rosnaca w przedziale [2;5].

(b) Zbada¢ monotonicznos¢ funkgji

iy=+vx—1, iv.y=-3x+2, vii. ¥ =2 —1x,
i. y =1, v. y =12, viii. y = V9 — x2.
fii. y=2x+1, viiy =15,

(c) Czy jest ograniczona funkcja



i. y = x* w przedziale [0;1], iv. y = 1 w przedziale (3,5),
ii. y = % w przedziale [-3; —1], v. y = 1 w przedziale (0; 3),
iii. y = % w przedziale (—1;0), vi. y = | x| w przedziale [—5;5].

(d) Wiedzac, ze najmniejszym dodatnim okresem funkcji sin x, cos x jest liczba 27, a funkdji tg x
— liczba 71, znalez¢ najmniejszy dodatni okres funkgji (czyli okres podstawowy):

i. y = tg2x, iii. y = cos 3, V. ¥y = sin4x + cos 6x.

ii. y = sin®x, iv. y = sin(ax +b),

(e) Zbada¢ parzystos¢ i nieparzystosé funkcji

. _ 1 . _ x| : _ 3
Ly=, vi.y =, xi. y =2x —x7,
ii. y =2, vii. y =sinx, xii. y = x¥%sinx,
iii. y = x4, viii. y = tgx, xiii. ¥y = xcosx,
iv. y = x?", gdzien € Z, ix. y=x2"t, xiv. y = ctgx,
V. Y = cosx, x. y=xt+x2, XV. Y = X + COS X.

(f) Co mozna powiedzie¢ o iloczynie (ilorazie) funkcji parzystej przez nieparzysta?

(g) Czy funkgja, ktéra nie jest parzysta, musi by¢ nieparzysta?
4. Wielomiany

(a) Narysowaé wykresy funkgcji

i y=—1,5x2 iv. y =5+4x — x?, vil. y =223 +x
ii. y =4x2 —8x+3, V.y:%x2+x+8, vili. y = 2% +2x — 1,
iii. y=x2—-2x+1, vi. y = 2x3, ix. y =% —2x.

Wskazéwka: Wykres funkgji y = ax® + bx + ¢ otrzymamy wykonujac na jednym rysunku
wykresy funkcji y = ax® iy = bx + ¢, a nastepnie dodajac do siebie odpowiednie rzedne tych
dwoéch krzywych.

5. Funkcje wymierne
(a) Wykonac¢ na jednym rysunku wykresy funkgcji

2 3 2 3
x x x x

]_y: ’y: ’y:—’y:—'

(b) Obliczy¢ tablice wartosci funkgji i naszkicowac jej wykres

. _ 1 . o 1
l.y——m, ll.y—x—{—;.

6. Funkcja odwrotna i funkcja potegowa

(a) Jaka funkcja jest funkcja odwrotna wzgledem funkgcji liniowej?

(b) Znalez¢ funkcje odwrotna wzgledem podanej funkgji i narysowac jej wykres



Ly=-3x+2, iii. ¥y = V2x, V. y=x"

ii. y=2x2, iv. y = x4,

(c) Wykona¢ wykres funkgji y = X2,
(d) Znalez¢ y = ax", gdy wiemy, ze dla wartoSci argumentu x; = 0,4 i x = 2 przybiera ona
odpowiednio wartoéci y; = 312,51y, = 0,5.

7. Funkcje wykladnicze, hiperboliczne i logarytmiczne
(a) Poda¢ przyktad funkgji logarytmicznej malejacej.

(b) Obliczy¢ wartos¢ funkcji y = 4* dla warto$ci argumentu:

i x =4, ii. x = =2, v. x =-1,5,

ii. x =21, iv. x = -3, vi. x =0.

(c) Obliczy¢ wartos¢ funkeji y = 10* dla warto$ci argumentu:
i x=0, i x=1, iii. x = —3.

(d) Obliczy¢ wartosci wyrazen

872/3.43/2+163/4_9]/2 .. (10084)71/2 1
(215.40%5)2 ’ 11. (1000¢3) 273 *

jary

i. 3lg4+21g5—Ig2.

(e) Wykresli¢ funkgje

i y=2% iv. y=2-(3)%, vii. y =log x,
ii. y=23-2%, v. y=2-10% viii. yzlog%x,
ii. y= (1), vi. y =log, x, ix. y=3lgx.

(f) Obliczy¢ wartosci funkgji y = logg x dla warto$ci argumentu

i x =8, iii. x = 64, V. x =2, vii. x =16,

i x=1, iv. x =14, vi. x =4, viil. x = .

(g) Obliczy¢ wartosci funkcji y = 1g x dla wartosci argumentu

. o _ 1 o . 100
i. x =10, . x = 155, v. x =10, Vi. X = 6"

. x =1, iv. x = 1000,

(h) Obliczy¢ wartosci funkcji y = In x dla warto$ci argumentu

i x=1, ii. x = 2, V.X—e\/é,
ii. x =e¢, iv. x = elz, vi. x = e3Ve3.

8. Funkcje trygonometryczne i kolowe

(a) Poda¢ wzory redukcyjne dla katow:



i 3m—x, ii. 37+x, iii. 277 — x.

(b) Wyrazi¢ w mierze radianowej katy:

i. 0°, v. 90°, ix. 180°, xiii. 270°, xvii. 360°,
ii. 30°, vi. 120°, x. 210°, xiv. 300°, xviii. 450°,
iii. 45°, vii. 135°, xi. 225°, xv. 315°, xix. 1470°,
iv. 60°, viii. 150°, xii. 240°, xvi. 330°, xx. —540°.

(c) Wyrazi¢ w mierze stopniowej katy:

i 57, iii. 377, v. —im, vii. —371.

o2 o 22 . el

ii. £, iv. 5, vi. 537,
(d) Obliczy¢ wartosci funkcji

y =sinx, Yy = cosx, y=tgx, y=ctgx
dla nastepujacych warto$ci argumentu x

i 27, ii. 271, iii. §7, iv. 37, v. =81, vi.
(e) Wykona¢ wykresy funkcji

i. y = sin2x, iv. y =3sin (2x — in), vil. y = ctg3x,

ii. y=3sinx, V. y = cos3x, viil. y = tg (x — 1x

iii. y = sin (x — 1x), vi. y =2tgx,

(f) Udowodnié¢, ze zachodza réwnosci
i. sin(a + B)sin(a — B) = sin®a — sin” B,
ii. sin(a + B) sin(B — a) = cos? & — cos? B,
iii. —cos(a — B)cos(a + B) = sin®a — cos? B,
iv. 2cos? (371 — ) = 1+sina,
v. 4sin (7 — 3a) cos (514 3a) =1 —2sina,
(

vi. 4sin (3a — 571) sin (Ja + 57) = V3 —2cosa,
Vii. 4sin(%7r—|—zx)s1n(1x—f m) =1—4cos’a,
i, S040) gt g,

: in(a—p) __

ix. cs:;aacofﬁ =tga —tgh,

4sin (%n+a) sin (%nﬂx) _

X.
cosZ «

3 —tg?a.

(g) Znalez¢ wszystkie katy x zawarte w przedziale ( — 371, 177) spelniajace warunek

i sinx = —1/3, ii. sinx = 0,26, iii. tgx = 3v/3

(h) Znalez¢ wszystkie katy spelniajace warunek

).



i. sinx = —3V/3, ii. sinx = 0,26, iii. tgx = 3v/3.

(i) Obliczy¢

i. arcsin %ﬁ, vi. arccos %\@, Xi. arcctg (— % 3),
ii. arccos %\@, vii. arctg %\/5, xii. arcctg \/§,
iii. arctg(—+/3), viii. arctg ( — % 3), xiii. arcsin (— 1v/3),
iv. arcctg(—+/3), ix. arcsin ( — 3), xiv. arccos (— 2v/3),
V. arcsin %ﬁ, X. arccos (— % 2), xv. arcctg %\@

(j) Obliczy¢

2

1. sinarccosx, ii. sin“arctgx, iii. arcsincos x.

9. Funkcje zlozone

(a) Czy zawsze z dwoch funkgji: y = f(u) i u = g(x) mozna utworzy¢ funkge ztozona?
(b) Zapisa¢ funkcje zlozona z ponizszych funkgcji i podac jej obszar okreslonosci

2

. o o X .o o . o 2 cose o 3
Ly=u’u= 5, ii. y=sinu, u = (x—2)%, iii. y=z

,z=tgu, u = 3x2.
(c) Zjakich funkgji jest ztozona funkcja i jaki jest jej obszar okre$lonosci?

i. y=+/sinx, ii. y = e, iii. y = cos®(5x), iv. y = Insine?*.
(d) Wykona¢ wykresy funkcji ztozonych

i. y =In(3+2sinx), ii. y = esin~.
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