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CWICZENIA

granica ciagu, wlasnosci granic, liczba e

Zeby w jak najwigkszym stopniu skorzystaé z ¢wiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu

1. Obliczanie granic ciagéw podstawowych typéw:

(a) staty,

(b) o wyrazie ogélnym postaci a, = Z;EZ;, gdzie deg(w;) = deg(wy),
(c) o wyrazie ogélnym postaci a, = z;gz;, gdzie deg(w;) > deg(w,),
(d) o wyrazie og6lnym postaci a, = ZEEZ%, gdzie deg(w;) < deg(ws),

(e) o wyrazie ogélnym w postaci réznicy pierwiastkéw drugiego stopnia lub podobnej, ktérego
granice oblicza sie przy wykorzystaniu wzoru (a—b) = 22—

a+b ’
(f) o wyrazie ogbélnym w postaci réznicy pierwiastkow trzeciego stopnia lub podobnej, ktérego
. . . . 3_ b3
granice oblicza sie przy wykorzystaniu wzorua — b = -,

(g) o wyrazie ogdélnym postaci ilorazu wyrazen z potegami, ktérego granice oblicza sie poprzez
wylaczenie wspdlnej potegi przed nawias i skrécenie jej (analogicznie jak w przypadku ilo-
razu wielomianéw),

(h) ktorego granice oblicza sie korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach,

(i) w ktérego wyrazie ogélnym wystepuje n-ta suma czeSciowa szeregu geometrycznego lub
arytmetycznego,

() ktérego wyraz ogélny da sie sprowadzi¢ do wyrazenia (1 + a,) o w pewnej potedze, przy

zachowaniu zatozen,, gwarantujacych zbieznos$¢ wyrazenia do e,

(k) {an}, w przypadku ktérego o istnieniu granicy wnioskuje sie na podstawie warunku
g dla pewnego g € R;

An+1
Tl <
2. Znajomo$¢ twierdzenia o ciaglosci dziatar arytmetycznych;

Oznaczenia i terminologia

1. Nieskoniczony ciag liczbowy Jezeli kazdej liczbie naturalnej n zostanie przyporzadkowana
jedna liczba rzeczywista u,, to méwimy, ze zostat okreslony nieskoriczony cigg liczbowy.

2. Wyraz ciagu Liczby uq, uy, ... nazywamy wyrazami ciggu.
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. Wyraz ogélny ciagu Symbol u, nazywamy wyrazem ogélnym ciggu.

Granica skoficzona Ciag nieskoriczony {u, } ma granice ¢ (daZy do granicy g), jezeli dla kazdej
liczby dodatniej e mozna znalez¢ w ciagu (istnieje w ciagu) takie miejsce N, ze dla kazdegon > N
zachodzi nieréwnos¢

lu, — gl < e.

Notagja:

u, — &, gdyn — oo, lub V}i_rgoun:g.

. Granica nieskoficzona oo Ciag nieskonczony {u,} ma granicg oo (plus nieskoriczonos¢) (dgzy do

plus nieskoriczonosci), jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozna znaleZ¢ w ciagu (istnieje w ciagu) takie
miejsce N, ze dla kazdego n > N zachodzi nieréwnos¢

u, > M.

Notacja:

Uy — 00, gdyn — oo, lub ,}g\oun:oo.

. Granica nieskoficzona —oo Ciag nieskoriczony {u,} ma granice —co (minus nieskoriczonos¢)

(dazy do minus nieskoriczonodci), jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozna znalez¢é w ciagu (istnieje
w ciagu) takie miejsce N, ze dla kazdego n > N zachodzi nieréwnos¢

un < _M.
Notagja:

Uy — —o0o, gdy n — oo, lub y}groloun = —o0.

Nie kazdy ciag nieskonficzony ma granice Na przyktad ciag 1,0,1,0, ... nie ma granicy.

. Ciag zbiezny Ciag nieskoniczony, ktéry ma granice skoriczona, nazywamy ciggiem zbieznym.

. Ciag rozbiezny Ciag nieskoriczony, ktéry nie ma granicy skoriczonej, nazywamy ciggiem rozbiez-

nym. W szczegolnosci jezeli ciag {u,} dazy do +oo, to méwimy, ze jest rozbiezny do plus nieskori-
czonoéci i podbnie méwimy o ciagu rozbieznym do minus nieskoriczonosci.

Ciag geometryczny Ciag geometryczny, to ciag liczbowy {a,}, ktérego kazdy kolejny wyraz
od drugiego poczawszy jest iloczynem wyrazu poprzedniego i pewnej statej g nazwanej ilorazem
ciggu:

ay =¢q-a,—1dlan > 1.

Ciag arytmetyczny Ciag arytmetyczny, to ciag liczbowy {a,}, w ktérym kazdy kolejny wyraz
od drugiego poczawszy jest suma wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego oraz ustalonej liczby
r zwanej roznicq ciggu:

a, =a, 1+rdlan>1.

Twierdzenia
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Ciaglos¢ dzialan arytmetycznych Jezeli ciag {a,} ma granice a i ciag {0, } ma granice b, to
lim (a, +b,) =a+0b, lim (a, —b,) =a—0>, lim (a,b,) = ab,
n—o0 n—oo n—oo

oraz przy zalozeniu, ze b #0ib, #0(n =1,2,...),

lim n _ 4

i b, b
Jezeli licznik i mianownik utamka sa wielomianami tego samego stopnia wzgledem zmiennej
naturalnej n, to granica takiego utamka przy n — oo réwna sie stosunkowi wspélczynnikéw przy
najwyzszych potegach n.

. Jezeli mianownik ufamka jest wielomianem stopnia wyzszego wzgledem zmiennej naturalnej

n niz licznik, to granica takiego utamka przy n — oo réwna sie zeru.

Jezeli licznik utamka jest wielomianem stopnia wyzszego wzgledem zmiennej naturalnej n niz
mianownik, to warto$¢ bezwzgledna utamka dazy do nieskoriczonosci.

. Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice 4, to ciag { ¢/a, }, gdzie p jest ustalona liczba
naturalna, ma granice {/a:
: _ : S : _
nlgrolo a, =a, gdzie a,>0 = nlgr(}o a, = Ya

. Dla ciagu a, = /a, gdzie a > 0, zachodzi

lim /a = 1.

n—o00

. Dla ciagu a, = (1+ %)n, zachodzi

n
lim (1+%) — e~ 2,71828. ..

n—o0

1
. Dla ciagu (1 + an) m  zachodzi

1

lim (1+an)E —e~2,71828..., oile lima,=0ia, #0.
n o0

n—oo

. Dla ciagu a, = /n zachodzi
lim /n = 1.
n—00
Jezeli dla ciagu {a,} istnieje granica
a
lim |2 =4 <1,
n—oo | Ay
to lim a,, = 0.
n—oo
Jezeli dla ciagu {a,} istnieje granica
a
lim |21 = qg>1,
n—oo | d,

to lim |a,| = 400, a wiec ciag jest rozbiezny.
n—oo



12. Ciag o wyrazie ogdlnym u, = q" ma skoriczona granice tylko dla —1 < g <1, przy czym:
o Jezeli -1 < g <1, to lim g" = 0.
n—o0
e o
o Jezelig=1,to r}groloq =1

13. Twierdzenie o trzech ciagach Jezeli istnieje takie 1y € N, ze wyrazy ogoélne trzech ciagéw

{an}, {un}, {bn} spetiaja dla n > ny nieréwnosé

an < up < by
ijezeli ciagi {a,} i {b,} maja wspoélna granice g, tzn.
lim a, = lim b, = g,
n—o0 n—oo
to ciag {u,} ma te sama granice, czyli
fim o =

14. Suma pierwszych n wyrazéw ciagu geometrycznego Niech a2 € R bedzie pierwszym wy-

razem ciagu geometrycznego, a 4 € R jego ilorazem. Suma pierwszych n € IN wyrazéw ciagu

geometrycznego dana jest wzorem

171/];1
Sp=a+ag+...+ag"t={ "1 dla g 7#1
na dla g=1

15. Suma pierwszych n wyrazéw ciggu arytmetycznego Dany jest ciag arytmetyczny aj,ay, ...

Suma pierwszych n € IN wyrazéw ciagu arytmetycznego dana jest wzorem

(11—|—Eln

So=m+ary+...+a,=n- 5

Przydatne wzory

_ 2 2 _ -
1. (a+0b)(a—b)=a>-1? 6. a*+ab+b* =27,
_ > b
2.a+b= b’ 7.1_’_2+“‘+n:n(n2+1),

a—b=2"l
> v 8. 12+22+---+n2=%,
4. (a—b)(a®>+ab+1*) =a® 13,
2
5. a—b= b 0. P24t = (M)
Zadania

1. Obliczy¢ granice ciagu statego

(@) a, =1 dla wszystkich n € N,
(b) b, = —1 dla wszystkich n € N,

2. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

(c) ¢y = a € R dla wszystkich n € IN.
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. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

(@) a, = (0,99)".

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

(a) Uy, = V4n%2 +5n—7—2n,
n=Vn+2—+/n,
=vVn2+n—n,

(C) Uy

. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

@) u, = vVnd3+2n24+4—v/n3+1,
) Uy =nv/2—/2n3 +5n2 -7,

. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

2n+177 . 2n_l
@) un = Yoy, (©) tn = Ty

4,47175 _22;1+271
(b) un = 27 (d) un = 3

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

@) uy, = /3" +5"+7", (c) u, =
(b) u, = /3" +27, (d) u, =

/10" + 9" + 81,

n/ /1
10100_ ( 10100

(d) u, =n—+/n2+5n,

(e) Up =

_ 2n’-3n+5 2n-1 —
@) un = Fi7 200 (®) un = ( T 1) 5n)” M) un = /3555,
() 1y = 1, o
— 4n-3 ) Un < _ 3/ n=1
(© un = g5, 3 (m) up = \/ gyr10/
(d) 1w, = 20501, () = (3= o = T
- n) u, = Y=,
(e) U, = %, (]) U, = (v/n+3 , n 3n—2
_ __(en-1)? V14212 —/1+4n? — yni-1
O un = GGy (k) 14y = VIR, (0) un = Y-
Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym
3_ —
(@) uy = A=ntl (©) tn = s, (€) uy = Y2,
2_
(b) un = 555, G v
Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdlnym
(a) Uy = 252548, (b) u, = (©) 1y = e
. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym
@) ur = 52, ©) 1r = 55 (©) 1y = 25

V3n2 +2n —5—n/3,

(f) u, =3n— 92+ 6n—15.

(©) Uy = Vnd+4n2 —n.

_qn—1
(e) Uy = %/
n+1__an+2
(f) Uy = z 3n+?£ ’

(g) Up = (

3
2

y

2n+171
3n+l_1°



11.

12.

13.

14.
15.
16.

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

_ 142+..4n
- 2

252 2
- , (b) U, = 142 ;g..,+n

(@) wun

7

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

T3+ oy et gr

2 n
_ : i (b) U, = 1+a+a+..4a
Tt gtgptotar”

(@) un Hi+5+ o+

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie og6lnym

b) un = (3%5)",
(1+3)"

(©) uy

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie og6lnym u,, = ’5—1”0

Czy ciag nieograniczony zawsze zmierza do +oo lub —c0?

Poda¢ przyktad ciagu ograniczonego, a rozbieznego.
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