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CWICZENIA

granica funkgji, podstawowe definicje i wlasnosci, obliczanie granic funkcji

Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czeSci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumiec i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu

1. Definicja Heinego granicy funkcji w punkcie, 5. Granica w nieskorficzonosci,

2. Definicja Cauchy’ego granicy funkgji 6. Wiasnosci granic
w punkcie, '

3. Granica niewlasciwa funkdji, 7. Twierdzenie o trzech funkcjach.

4. Granica jednostronna, 8. Regula de L'Hospitala.

Oznaczenia i terminologia

1. Wezmy pod uwage funkcje y = f(x) okreslona w otoczeniu pewnego punktu xy z wyjatkiem
moze samego punktu xo. W punkcie x¢ funkcja moze, lecz nie musi by¢ okreslona.

2. Granica funkcji w punkcie x( — definicja Heinego Liczbe ¢ nazywamy granicq funkcji w punkcie
X0, CO zapisujemy w postaci

lim f(x) =g lub f(x) =g, gdy x— xo,

X— X0

jezeli dla kazdego ciagu wartosci argumentu {x, } zbieznego do x¢ o wyrazach réznych od xy od-
powiadajacy ciag wartosci funkdji { f(x,)} zdaza do granicy g, tzn. ze

jezeli  lim x, = x9, woéwczas lim f(x,) =g.
n—o0 n—oo

3. Granica funkcji w punkcie x( — definicja Cauchy’ego Liczbe ¢ nazywamy granicq funkcjiy = f(x)
w punkcie x = xq, jezeli dla dowolnej (cho¢by bardzo matej) liczby ¢ > 0 mozna znalez¢ taka liczbe
0 > 0 (zalezna od wyboru ¢), ze dla wszystkich x # x i spetniajacych nieréwnos¢

|x —xo| < &

zachodzi nieréwnos¢

[f(x) =gl <&
tzn. jezeli dla wartoéci x dostatecznie bliskich xo wartosci funkcji r6znia sie dowolnie mato od g.
Pierwsza nierdwno$¢ oznacza, ze punkt x lezy w otoczeniu punktu xy o promieniu 4, a druga
nier6wno$¢ oznacza, ze odpowiadajaca warto$¢ funkgji f(x) znajduje sie w otoczeniu g o promie-
niu &.



4.

10.

11.

Granica niewlasciwa funkcji Méwimy, ze funkcja dazy do +oo, gdy x — xo, jezeli dla kazdego
ciagu {x,} zmierzajacego do xo, o wyrazach réznych od xy, odpowiedni ciag wartosci funkgji
{f(xn)} zdaza do +o0, tzn. ze, gdy

nlgrgo X = X0, gdzie Xn 7 Xo,

to

nlgr.}o f(xn) = +oo.
Zapisujemy wtedy

lim f(x) = +oo0.

X— X
Podobnie definiujemy symbol

lim f(x) = —oo0.

X— X0

. Granica jednostronna Niekiedy przy badaniu funkcji w otoczeniu punktu xyp ograniczamy sie

jedynie do wartosci argumentu x > x¢ lub do wartosci x < xp, tzn. badamy zachowanie sie
funkcji tylko w prawej, ewentualnie w lewej potowie otoczenia punktu xg. Méwimy, ze liczba
g jest granicq prawostronng funkcji w punkcie xg, co zapisujemy
li =
dim, f(x) = g,
jezeli dla kazdego ciagu wartosci argumentu {x, }, zmierzajacego do x z prawej strony, tzn. o wy-
razach x, > xo, odpowiedni ciag f(x,) wartosci funkgji zmierza do g. Podobnie okreslamy granice

lewostronng i oznaczamy ja
lim f(x) =g

X—X0—

. Mozna takze méwié o granicy niewlaéciwej prawostronnej i lewostronnej.

. Jezeli funkcja posiada granice, to istnieje granica lewostronna i prawostronna i obie sa réwne

granicy funkcji.

. Jezeli funkcja posiada obie granice jednostronne w punkcie x( i sa one sobie réwne, to funkcja

posiada granice w punkcie xo.

. Granica w nieskoriczono$ci Méwimy, ze funkcja dazy do granicy g, gdy x zmierza do +oo, co

zapisujemy

lim f(x)=g,

X——+o00

jezeli dla kazdego ciagu {x,}, zdazajacego do +oo, {f(x,)} zdaza do g. Podobnie okre§lamy
symbol
lim f(x)=g.

X——00
Mozna méwié takze o granicy niewlasciwej w +oco lub w —oo.

Granica niewlasciwa funkcji +oco Méwimy, ze funkcja f(x) dazy do +oo przy x — o0, co
zapisujemy
lim f(x) = +oo,

X——+00

jezeli dla dowolnie obranej liczby M > 0 istnieje taka liczba K > 0, zeby bylo f(x) > M dla kazdej
wartosci x > K.



12. Granica niewlasciwa funkcji —oco Méwimy, ze funkcja f(x) dazy do —oo przy x — 400, co
zapisujemy

Jim f(2) = e

jezeli dla dowolnie obranej liczby M < 0 istnieje taka liczba K > 0, zeby bylo f(x) < M dla kazdej
wartosci x > K.

Twierdzenia

1. Wlasnosci granic funkgji Jezeli lim,_,,, f(x) = a oraz limy_,,, ¢(x) = b, to

@ lim [f(x) + 9(x)] = a+b, ®) lim [f(x) = p(x)] = a—b, (@ lLim [f(x) - 9(x)] = a-b.
X—>XQ X—X0 X—X0
(d) W przypadku, gdy ¢(x) jest funkcja stata, tj. ¢(x) = m, twierdzenie to przybiera postac:
Jezeli m jest dowolna liczba, to
lim [m - f(x)] =m-a.

X—X0

(e) Przy zatozeniu dodatkowym, ze b # 0, otrzymujemy

lim fx) _ 1

=% @(x) b

(f) Jezeli limy_,y, f(x) = a oraz limy_,y, ¢(x) = co (lub —o0), to

lim [f(x) + g(x)] =c0  (lub —co),

X—Xq

lim [f(x) - p(x)] = { 00 lub —co, gdya >0,

X—X0 —oo  lub oo, gdy a <o,
lim fx) =0.
x=30 ()

(g) Jezeli limy ,y, f(x) =a # 01ilimy_,,, ¢(x) = 0 oraz ¢ # 0 dla x # x, to

+oo, gdy ¢(x) >0ia>0,
lim f(x) ) —oo, gdye(x) >0ia <0,
x=x @(X) —o0o, gdy ¢(x) <0ia >0,
+oo, gdy ¢(x) <0ia <0,

(h) Jezeli f(x) < ¢(x), toa <b.
2. Twierdzenie o trzech funkcjach Jezeli lim,_,y, f(x) = limy,_,», h(x) = ai f(x) < g(x) < h(x), to

lim ¢(x) = a.

X— X0

3. Reguly de L'Hospitala



(a) Jezeli kazda z funkgji ciagtych f(x) i g(x) posiada pochodna w otoczeniu punktu x = g,
z wyjatkiem by¢ moze samego punktu a4, przy czym w otoczeniu tym g(x) # 01 ¢'(x) # 0

i gdy ponadto spelnione sa warunki

limf(x)=f@)=0 i  limg(x)=gla) =0,
to jezeli istnieje lim,_,, f; :8 , to istnieje réwniez lim,_,, % i
lirnM = lim flx )
xsag(x)  x=agl(x)
(b) Powyzsze twierdzenie zachodzi takze dla przypadku, gdy
limy_yqf (x) = o0 i Jlclir}g( X) = foo.

(c) Powyzsze twierdzenie zachodzi takze dla przypadku, gdy x — +oco.

(d) Jezeli przy wyznaczaniu granicy stosunku ! /Exg natrafiamy na przypadek § lub &, to regute

de L'Hospitala stosujemy do £ E g tzn. znajdujemy granice ilorazu }g( ”E ;

(e) W wielu wypadkach wyrazenie, ktérego granice mamy odnalez¢, trzeba najpierw w pewien

sposob przeksztalci¢, aby méc nastepnie zastosowaé regute de L'Hospitala.

(f) Twierdzenie de L’Hospitala nie da sie odwréci¢. Moze sie mianowicie zdarzy¢, ze iloraz )

ma gramce, natomlast

Zadania

granicy nie posiada.

f(x)

1. Wyznaczy¢ ciag wartosci funkdji y = x*> 4+ 1 odpowiadajacy nastepujacemu ciagowi wartosci ar-

gumentu:

@ {x} = { i}

© {x}={2-1},

2. Udowodni¢ na podstawie definicji granicy, ze

(@) limyo(x2+1) =1,
(b) limy_yp(x*+1) =5,
3. Obliczy¢ granice

(@) lim,_so (sm" + cosx),

— cosx),

)

(b) limy o (52

(0) limy_,o (324 - cosx),
)
)

(d) limy_o(x - ctgx),

sm 2x

(e hmx 0

(€) limyostoo(x? 4+ 1) = +oo,

(f) limx 0 1fcosx/

sin LZX

(g) limy o
(h) hmx_>3(2x +5x+1),
(i) lim, 5 52,

(]) hmx—>oo J?(27__24/

) {x} = {2+1},

) {xn} = {nz%}

(e) limy,1(3x+1) =4.



(0) lim, o 1_12% ’ (q) limy ,o- sﬁ:\x’ (s) limy—4co (1 - %)x’
. 1 . - . -
(p) lim, o+ Y (r) limy o+ 537, () limy 0 Giss-
4. Obliczy¢ granice
. —3)(=1)
(@) limy_yp = x+2’ (g) limy, 4 x+1lr (m) limy 3 %/
(b) limy_,, =2, (h) limy, > 55, () Tim,_yo L2
- 2_ oyl .
(c) hmx_)“ 42’;27;11, (i) limy_4 %, (wskazowka. podstawic
_ 43
(d) limy ,p £=8, () limy_,_5 24125 L mx - tl)’
s . 2 e (o) lim,_,; ==, gdzie n € IN.
(e) lim, 3 2=, (k) limy_, % g
(f) lim, ;3% 2x4xg— 3, 1) limy_ 2 o 11/
5. Obliczy¢ granice
5 . . tgx . t -1
(@) limy_,p5 ‘[25, (i) limy o %{/ (0) limy %,
: x2+1—/x+1 () limy_s —B=x
(b) Tlimy o =725, ( ’;( sing(%nx) . (p) limy_yo 5% (wskazéwka:
) lim,_,o Y22t1-1 wskazowka: uzyc wzo- podstaw1c arctgx = u),
() Lim, V‘x;+25*5 ru sin x = sin(7r — x)), in(1—28)
: S ox . . arcsin(l—zx
(d) limyo 4; ’ (k) limy_o :ﬂ%i’ C), llmx—>% a1
(e) hl’anO ﬁ, to2
. g2x . x T
(f) limys oo sinx (1) limy o g/ (r) limy_ov/1+sinx,
X 7
(8) hmQH . Sl;‘x, (m) limy— 7 1;;3?’ (s) limy—o(1 —3x)},
. . COSX*COSlT( n
(h) hmxﬁ%n P () Bim, 1 ain 17 (6) im0 (1+ kx) .

6. Obliczy¢ granice korzystajac z reguty de L'Hospitala

. 2_ . _
() limyyo 5=, (n) limy o 3=,
. x¥2—3x42 : In 351
(b) limy_ 2 2x—3" (0) limy— e ngtlgx’
. 14+x)"—1 : inx—
(©) Timyyo LEY'=1 (p) lim, o Sn¥=xcosx,
(d) lil‘nxﬁo ﬁ, In (1+ )
gzx 1 (@) limy 4o arcctgx /
(e) lim,_o = ln(1+x) In(1—e")
(r) limy 0 =5,
(f) limy g %, . sirftxg—xx
. ) , (5) Limy o 0L,
(g) limy_,0 55— (wskazéwka: uwaga na znak
.sn 1
wyrazemai cosx — 1), (t) lim, o tgn((;x)) (wskazéwka: podstawic¢
h) limy_o £, N
( ) x—0 ctgx2 tg ( X — *) = - Ctg(zx))r
- 2321
(i) limys 00 5507 (u) limy 00 & ;T"'a >1,
(]) limx_>+°° %,[1 > 1’ (V) hmx—>1 (xzz 1 - x%)/
. Inx .
() Timys oo e (W) limeso (g5 — 1)/
(1) limyosie0 25,1 > 0, 09 limes (5 = 529),
. _ . 1 1
(m) lim,_.q #ﬁil’ (Y) limy o (ﬁ - 2xtgx)



7. Obliczy¢ granice korzystajac z reguly de L'Hospitala

(a) limy 0 x%, (c) limy_yq X, (e) limxﬁo(ctgx)ﬁ,
(b) limy oo X%, (d) lim, o xctgx, (f) limy_q(tg x)*%.
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