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pochodna funkgji, podstawowe okreslenia, obliczanie pochodnych

Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czeSci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu
1. Pojecia:

(a) pochodna funkgji, (b) funkcja rézniczkowalna, (c) pochodna jednostronna.

2. Sposoby obliczania pochodnych:

(a) pochodna sumy, (d) pochodna funkcji odwrotnej,
(b) pochodna iloczynu kilku czynnikéw, (e) pochodna funkgji ztozonej,
(c) pochodna ilorazu, (f) pochodna logarytmiczna.

3. Spis podstawowych wzoréw.

Oznaczenia, terminologia, twierdzenia
1. Definicja pochodnej

(a) Pochodna funkcji Pochodng funkcji y = f(x) w punkcie x nazywamy granice ilorazu przy-
rostu Ay funkcji przez odpowiadajacy mu przyrost Ax zmiennej niezaleznej, gdy ten ostatni
zmierza do zera. Dla oznaczenia pochodnej uzywamy symbolu y’ lub f’(x), tzn.

/

_ g 1 ﬂ_ . flx+Ax) — f(x)
y = fx) = linayo Ax Alalglo Ax )

Gdy granica ta nie istnieje, to funkcja nie posiada pochodne;.

(b) Rézniczka dy Rozniczkg dy funkgi y = f(x) nazywamy iloczyn pochodnej tej funkcji przez
dowolny przyrost dx zmiennej niezaleznej:

dy = f'(x)dx.

(c) Roézniczka funkcji przedstawia gtéwna czes¢ przyrostu funkcji.



(d) Roézniczka funkcji znajduje czesto zastosowanie w przypadku, gdy wielko$ci wystepujace we
wzorze, pochodzace z pomiaréw, nie sa dokladne, lecz podane z pewnym bledem. Wéwczas
btad wielko$ci obliczonej ze wzoru daje sie wyznaczy¢ za pomoca rézniczki.

(e) Rézniczkowanie Odnajdywanie pochodnej nazywamy rézniczkowaniem.

(f) Funkcja rézniczkowalna w punkcie Funkcje posiadajaca pochodna w punkcie x nazywamy
rézniczkowalng w tym punkcie.

(g) Jezeli dana funkcja jest r6zniczkowalna we wszystkich punktach pewnego przedziatu, to jej
pochodna jest funkcja okreslona w tym przedziale.

(h) Pochodna f'(x) funkgji f(x) dla kazdej wartosci x jest réwna tangensowi kata « nachylenia
do osi odcietych stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie odcietej x,

fl(x) = tga.
(i) Gdy w punkcie x istnieje pochodna, to wtedy mamy
. _ o Ay o Ay o a
Alalglo Ay = Alalcglo Ax Ax = Alalcglo Ax Alalgo Ax=y-0=0,

a zatem funkcja y = f(x) jest ciagla w punkcie x.
(j) Funkcja posiadajaca pochodna w pewnym punkcie, jest w tym punkcie ciagta. Twierdzenie
odwrotne nie jest prawdziwe.

2. Pochodne jednostronne

(a) Pochodna prawostronna Rozwazajac granice ilorazu %, gdy przyrost Ax zmierza do zera
przez wartosci dodatnie, dochodzimy do pojecia pochodnej prawostronnej funkgcji f(x) w punk-
cie x, tj.

. Ay . fx+Ax)— f(x)
! = lim — =1 .
f+x) AYD0r AX | Axo0+ Ax

(b) Pochodna lewostronna Podobnie, gdy A — 0 przez wartosci ujemne, to granice

flx) = lim %Y

Ax—0- Ax

nazywamy pochodng lewostronng funkcji f(x) w punkcie x.
(c) Z powyzszych okreslen wynika, ze pochodna f’(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
obie pochodne jednostronne i sa sobie réwne.

3. Obliczanie pochodnej Niech funkgje u(x), v(x) i w(x) posiadaja pochodne w punkcie x.
(a) Pochodna sumy Pochodna sumy jest réwna sumie pochodnych:
(u+o) =u'+7,

(b) Pochodna iloczynu Pochodna iloczynu dwéch funkgji jest rowna sumie iloczynu pierwszej
przez pochodna drugiej i iloczynu drugiej przez pochodna pierwszej funkgji:

(u-0)'(x) = u'(x) - 0(x) + u(x) - 0'(x),
(c) Czynnik staly Czynnik staly mozna wytaczy¢ przed znak rézniczkowania:

(c-u(x)) =c-u'(x).



(d) Pochodna iloczynu kilku czynnikéw Pochodna iloczynu kilku czynnikéw jest réwna sumie
iloczynéw pochodnej kazdego z czynnikéw przez czynniki pozostate:

(uvw)" = uow’ + uo'w + u'vw.

(e) Pochodna ilorazu Pochodna ilorazu funkgji u(x) i v(x) # 0 istnieje, gdy istnieja pochodne
u'(x) 17 (x),izachodzi wzor
(E>/ _ wv—ud
v vr
(f) Jezeli mianownik utamka jest staly, to mamy

!/

<u)’ we—u-0 u
c 2

(g) Jezeli licznik utamka jest wielko$cia stata, to mamy

(C)’ 0-v—c-? cv
v 02 02’

(h) W szczegodlnosci gdy ¢ = 1, otrzymujemy stad

1y =7
(5) o2
(i) Pochodna funkcji odwrotnej WeZmy pod uwage funkcje monotoniczna i ciagla
y=f(x)

i zal6zmy, ze posiada ona pochodna rézna od zera dla pewnej wartosci x. Niech x = ¢(y)
bedzie funkcja odwrotna. Pochodna funkcji odwrotnej jest réwna odwrotnosci pochodnej
funkgji danej przy zaloZeniu, Ze pochodna funkcji danej jest rozna od zera:

Y u y) —
¢'(y) = "(x) lub f'(x)

(j) Pochodna funkcji ztozonej Jezeli

y=fw i u=gk)

sa funkcjami rézniczkowalnymi swoich argumentéw i jezeli ma sens funkcja ztozona

y=f(g(x)),

to jest ona rézniczkowalna i zachodzi wzoér

F)] =Fw) g,  gdde  u=g(),

tzn. pochodna funkcji ztozonej jest réwna iloczynowi pochodnej funkcji zewnetrznej przez
pochodna funkcji wewnetrzne;j.

(k) Pochodna logarytmiczna Istnieje prosty zwiazek miedzy pochodna funkgji i pochodna jej
logarytmu naturalnego. Wezmy mianowicie pod uwage funkcje y = f(x). Na podstawie
twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej otrzymujemy wzér

1 y'
(Iny) =~y ==,
/ y / Yy
dla y > 0. Wyrazenie y?/ nazywamy pochodnq logarytmiczng funkcji y. Z ostatniego zwiazku

otrzymujemy
y =y-(ny)"



(1) Czasem tatwiej jest obliczy¢ pochodna logarytmu funkgji, niz pochodna funkgji — stosujemy
wtedy ostatni wzor.

4. Pochodne wyzszych rzedéw
(a) Jezeli funkgja f(x) posiada pochodna f’(x), to ta pochodna jest pewna nowa funkcja, ktora
takze moze posiada¢ pochodna.

(b) Druga pochodna (pochodna drugiego rzedu) Pochodna pochodnej oznaczamy f”(x) i na-
zywamy ja drugq pochodng funkcji f(x) lub pochodng drugiego rzedu funkgji f(x). Mamy wiec
/

f(x) = (f(x) -

(c) Trzecia pochodna (pochodna trzeciego rzedu) Pochodna drugiej pochodnej oznaczamy f”(x)
i nazywamy ja trzecig pochodng funkgji f(x) lub pochodng trzeciego rzedu funkcji f(x). Mamy
wiec

@) = (F"(x)"

(d) n-ta pochodna (pochodna rzedu n) Podobnie n-tq pochodng funkgji f(x) lub pochodng rzedu

n oznaczamy f(") (x) i okreslamy jako pochodna (1 — 1)-szej pochodnej

FU(x) = (F" V()"

5. Spis podstawowych wzoréw

(@) (c)' =0, gdzie c jest stala, () (cosx)' = —sinx,
(b) (c-f(x))/:c-f/(x), (m) (tgx) = Cosz ,gdziex # 5 +km, ke Z
(C) (f(X) +g(x))/ = f/(JC) +g/(JC), (n) (Ctgx) S 2 , gd21e x ;& kTC, k e Z,
@ (7)) = £/ -§ 4S8 W () (g baiies >
f)) — fx)8(x)=f(x)-g'(x)

(e) (T)) - g(g(x))z 2, 8(x) #0, (p) (log ) = xlm, gdzie x > 0,
® f(3(x) = F(3(x) ¢'(), @ ()=
(g ¢'(y) = ,%x), dla x = ¢(y) funkcji odwrot-  (r) (a%)" = a*Ina,

nejdo y = f(x), oile f'(x) #0, (s) (arcsinx) = \/@’ gdzie |x| <1,
(h) (x) =1, L
() () = ax*1, gelzie v > 0, () (arecos )’ = — 7 gdie x| <1,
() v¥)' = 31, gdzie x >0, (u) (arctgx)’ = 1,
(k) (sinx)" = cosx, (v) (arcctgx) = ﬁ

Przydatne wzory i fakty

1. Silnia liczby naturalnej n Iloczyn wszystkich liczb naturalnych dodatnich nie wiekszych niz
n € IN oznaczany jest symbolem n! i nazywany silnig:

n'=1-2-3-...-n



2. Wspétczynnik dwumianowy (symbol Newtona) Wyrazenie (}) oznacza wspdlczynnik dwumiano-
wy (symbol Newtona) zdefiniowany nastepujaco

i :m.ZLmr
() =7

3. Dwumian Newtona Dwumianem Newtona nazywamy wzor

(x+y)" = <g> 2y + <711> Iyt 4 (721> R (n i 1> 14 (Z) KOy,

4. 2=y = (x —y)(x +y)

5. Tozsamo$ci trygonometryczne

: . o xt

(a) sinx +siny = 2sin 5% - cos 3,
— — 2¢in XY .gin ¥2¥

(b) cosx —cosy = —2sin =~ - sin —5~.

6. log,b = 108 b

~ log.a’

Zadania

1. Obliczy¢ z definicji pochodne funkgji

(@) y = -5 (h) y=2x*+3x+1, (0 y=7x,

b - 7 i — 3/

- Wy (p) y = sinx,

(c) y = ¢, gdzie c jest stala, G) y=x",

(d) y=x, (k) y = x"7, (q) y = cosx,
= 5 7 1 = l/

() y =5x Oy=: 0y Inx,

() y=ax+D, (m) y =5,

(8) y=x?, (n) y = v/x, gdzie x > 0, (s) y =log, x.

@ x=1, (b) x = -3.

3. Czy suma dwéch funkcji moze posiada¢ pochodna w punkcie, w ktérym funkcje sktadowe po-
chodnych nie posiadaja?

4. Obliczy¢ pochodne

(@) y = 3% — Jut+ Px° — 2x6, (8) y=x"Vx,

b) y=ax*+ L +¢ (h) y = (Va2 — x)(4V/x% 4+ 2725 + 22),
(© y=9x"+3x>—3x"1, (i) y = (4% = 2xy/x +x)(2x + V),

@ y = 722, )y =522

() y=3v/x — x>+ 2V, k) y =%,

O y=+5-Vx (1) y =25,



(n) y = 1_\3/\3%,
©y=(1+4)

(@ y=cos%,a#0

(b) y=asin g,

(c) y = sin®(3t),

@ v = G

© y =Bz

(0 y = fin,

(g) y =cosx — 1 cos’x,
(h) y=tg*Vx,

(i) y =e"™(asinx — cosx)
() y = cos? \/g,

6. Obliczy¢ pochodne
(@) y =e*
)y=c'f (x),
7. Obliczy¢ pochodne
(@) y=5"+2%
8. Obliczy¢ pochodne

(@) y =5In10x,
(b) y =352,

©y=2In_ o,
(d) y = In <a+btgx ,

a—btgx

(e) y = In(cos $x)?,

(C) y = esinxl

d) y= <08 x

b)y=2-7"-1,

() y =In(In(lnx)), x > ¢,

9. Obliczy¢ pochodne

(S) ]/: m/

M y= \/iz+—x2
(u) y= m/

2
W) ¥ = g

W) y= /%%,
(X) — V1+x—y/1—x
Yy Vitx+y/1—x"

2

(k) y= 52279( " Bcos®x’
0 y= \/smx+ x + 24/,

(n) y = (4sinx — 8sin® x) cos x,
(0) y = arctg3x,

(p) vy = arcsin(1 — x),

(qQ) y = arcsin V3,

(r) y =arcsinx +arcsinv1l —x2,0< x <1,

(s) y = arcsin(2xv/1 — £2).

(e) y
®y

(2x—1)e*
2Vx

(© y =",

Insin x,

n(1+§),

(i) y=In(e™ e ™),

(8 y=

h) y=

G) y=15Intg 3x + %(8COS4X—25COSZJC+

15).

(x® —3x% + 6x — 6)e*

(d) y =7-5"r,



(@) y =log, Inx, (b) y =log, a.

(Wskazéwka: zastosowa¢ wzor na zamiane podstawy logarytmu.)

10. Obliczy¢ pochodne korzystajac z pochodnej logarytmicznej

@) y = x, x>0, () v = (tgx)¥"%, 0 < x < 1m,
(b) y =x*"%, x >0, (h) y = (cosx)“8%, 0 < x < %7-[,
(C)y:(%>xr”>0,x>0, (i)yzxex,x>§),

(d) y=a"*a>0x>0, (j)y=(1+§),

(e) y= xms, x>0, wyjasni¢ wynik, k) y=x,x>0,

() y = (sinx)®*, 0 < x < 1, ) y= \/g

11. Czy funkcja y = x% - V/x2 posiada wszystkie pochodne w catym swym obszarze okreslonoéci?
12. Znalez¢ druga pochodna funkcji:

(a) y = xsin(2x), b) ¥y = (c) y = arcsin ﬁ, (d) y = tg?x.

13. Znalez¢ trzecia pochodna funkgji:
(@) y =2x6 —x3 +2x—3, (b) y=e*.
14. Dla funkgcji

(a) y = %5 znalezé f"(0), (c) y = arctg2x znalez¢ f"(3),
(b) y =1In|1 — x2| znalez¢ f"(2), (d) y = xe™* znalezé¢ f(0).

15. Poda¢ i udowodni¢ wzoér na n-ta pochodna funkgji:

(@) y =e", ©@y=1, (e) y = sin2x,
(b) y =a*, (d) y=1In(1+x), (f) y = cosx.

16. Obliczy¢, jaki kat z osia Ox tworzy styczna do paraboli y = x> — 3x + 8 w punkcie x = 1.

17. Obliczyé¢, w jakich punktach styczna do linii y = x> — 3x? — 9x + 2 jest réwnolegta do osi Ox.
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