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CWICZENIA
wz6r Taylora, obliczanie przyblizonych wartosci wyrazen; zastosowanie pochodnych;
badanie funkgji, poszukiwanie wartosci najmniejszej i najwiekszej, przedziaty wypuklodci,
punkty przegiecia

Zeby w jak najwigkszym stopniu skorzystaé z ¢wiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu
1. Pojecia:

(a) maksimum lokalne,
(b) minimum lokalne,

(d
(e) ekstremum,

)
)

(c¢) maksimum wtasciwe,
) minimum wlasciwe,
)
)

(f) najmniejsza/najwieksza wartos¢ funkgcji
w przedziale domknietym,

2. Twierdzenia

(a) twierdzenie  Lagrange’a
o wartosci Sredniej),

(twierdzenie

(b) twierdzenie Rolle’a,

(c) warunek konieczny dla ekstremum,

Oznaczenia, terminologia, twierdzenia

1. Twierdzenie Lagrange’a i jego zastosowania

(a) Maksimum i minimum lokalne

(g) punkt przegiecia krzywej,

(h) kombinacja wypukia,

(i) funkcja wypukita w przedziale,
(j) funkcja wklesta w przedziale,

(k) asymptota.

(d) warunki konieczne monotonicznosci,
(e) warunki dostateczne dla ekstremum,
(f) wzor Taylora,

(g) wzoér Maclaurina.

i. Funkga y = f(x) ciagta w przedziale domknietym [4;b] ma w nim warto$¢ najwieksza

1 najmniejsza.



ii.

iii.

iv.

Vi.

Vii.

Viii.

ix.

Maksimum lokalne Méwimy, ze funkcja y = f(x) posiada maksimum lokalne w punkcie
xo, jezeli f(xp) jest dla wszystkich punktéw x pewnego otoczenia punktu xo wartoscia
najwieksza, tzn. gdy istnieje takie 6 > 0, ze

f(x) < f(xo)
dla dowolnego x nalezacego do otoczenia (xo — 6, xo + J), tzn. dla
|x — xo| < 0.
Maksimum wlasciwe Maksimum nazywamy wiasciwym, jezeli
f(x) < f(x0) dla 0 < |x—xp| <6.

Minimum lokalne Méwimy, ze funkcga y = f(x) posiada minimum lokalne w punkcie
xo, jezeli f(xo) jest dla wszystkich punktéw x pewnego otoczenia punktu xo wartoscia
najmniejsza, tzn. gdy istnieje takie § > 0, ze

f(x) = f(x0)
dla dowolnego x nalezacego do otoczenia (xg — &, xo + J), tzn. dla
|x — xo| < 0.
Minimum wlasciwe Minimum nazywamy wilasciwym, jezeli
f(x) > f(xo) dla 0 < |x—x0| <9.

Maksimum, minimum, ekstremum Maksimum lokalne i minimum lokalne bedziemy
nazywali krétko maksimum i minimum lub ogélnie ekstremum.

Warto$¢ najmniejsza (najwieksza) w przedziale domknietym Funkcja ciagta w prze-
dziale domknietym moze posiada¢ w nim kilka maksiméw i kilka miniméw lokalnych.
Wartos$¢ najmniejsza funkcji w przedziale [a;b] znajdziemy obliczajac wartosci wszyst-
kich miniméw i wartosci na koricach przedziatu f(a) i f(b) oraz biorac najmniejsza
z tych liczb. Podobnie odnajdujemy warto$é najwieksza biorac najwieksza z wartosci
maksimoéw oraz liczb f(a) i f(b).

Jezeli funkcja ciagla w otoczeniu punktu x jest rosnaca z lewej strony punktu xp, a ma-
lejaca z prawej strony punktu xo, to w punkcie x¢ przybiera ona maksimum lokalne.
Jezeli funkcja ciaglta w otoczeniu punktu xj jest malejaca z lewej strony punktu xo, a ro-
snaca z prawej strony punktu xo, to w punkcie x¢ przybiera ona minimum lokalne.

(b) Warunek konieczny dla ekstremum

i.

ii.

ii.

Warunek konieczny dla ekstremum Jezeli funkcja rézniczkowalna y = f(x) posiada
w punkcie x = x¢ ekstremum, to pochodna w tym punkcie jest réwna zeru:

f’(xo) = 0

Punkt przegiecia krzywej Zerowanie sie pierwszej pochodnej nie wystarcza do istnienia
ekstremum. Np. funkcja f(x) = x*> posiada w punkcie 0 pochodna réwna zeru, jednak
nie posiada w punkcie x = 0 ekstremum - punkt x = 0 jest punktem przegiecia krzywej
y = x>

Funkcja moze posiada¢ ekstremum takze w punkcie, w ktérym pochodna nie istnieje.



iv. Ekstreméw funkcji nalezy szuka¢ w punktach, w ktérych albo pochodna przybiera war-
tos¢ zero, albo nie istnieje.
(c) Twierdzenie Rolle’a i Lagrange’a
i. Twierdzenie Lagrange’a (twierdzenie o wartosSci $redniej) Jezeli funkcja y = f(x), cia-
gla w przedziale domknietym [a;b], posiada pochodna w kazdym punkcie wewnetrz-
nym tego przedziatu, to istnieje wewnatrz przedziatu taki punkt ¢ (a < ¢ < b), ze
f) = fla) _ 4
b—a - f (g)

ii. Twierdzenie Rolle’a Jezeli funkcja ciagta w przedziale domknietym [a; b] i posiadajaca
w kazdym punkcie wewnetrznym tego przedziatu pochodna, przyjmuje na koricach réw-
ne wartosci, to co najmniej w jednym punkcie wewnetrznym przedzialu [a; b] pochodna
zeruje sie.

iii. Jezeli nie jest spelnione twierdzenie o rézniczkowalnosci, to teza twierdzenia Rolle’a nie
musi zachodzi¢.

(d) Wnioski z twierdzenia o warto$ci Sredniej
i. Funkcja o pochodnej réwnej zeru w calym przedziale [4; b] jest stata w tym przedziale.

ii. Dwie funkcje fi(x) i f2(x) posiadajace te sama pochodna w pewnym przedziale réznia
sie o stala.

iii. Funkgja ciagta w przedziale [a;b] o pochodnej stale dodatniej wewnatrz tego przedziatu
jest rosnaca w tym przedziale.

iv. Funkgja ciagta w przedziale [;b] o pochodnej stale ujemnej wewnatrz tego przedziatu
jest malejaca w tym przedziale.

(e) Warunki konieczne monotonicznosci Funkcja rézniczkowalna i rosnaca (malejaca) ma po-
chodna nieujemna (niedodatnia).
(f) Warunek dostateczny dla ekstremum
i. Funkcja ciaglta w punkcie xq i posiadajaca na lewo od punktu xy pochodna dodatnia,
a na prawo ujemna przyjmuje w tym punkcie maksimum lokalne.

ii. Funkgja ciagla w punkcie x¢ i posiadajaca na lewo od punktu xy pochodna ujemna, a na
prawo dodatnia przyjmuje w tym punkcie minimum lokalne.

iii. Wystarczajacym wiec warunkiem na to, aby funkcja posiadata w punkcie xp ekstremum
lokalne jest, aby pochodna zmienita znak w punkcie xg. W punkcie xo pochodna albo
jest réwna zeru, albo nie istnieje.

(g) Drugi warunek dostateczny dla ekstremum Jezeli funkcja y = g(x) posiada w otoczeniu
punktu x¢ druga pochodna ciagla i jezeli

f'(x0) =0,
to w punkcie xg funkcja przyjmuje maksimum, gdy f”(xp) < 0, a minimum, gdy f”(x) > 0.
W przypadku gdy f”(xo) = 0, nic nie mozemy powiedzie¢ bez dalszych badan.
2. Wzér Taylora i jego zastosowania

(a) Wzér Taylora Jezeli funkcgja y = f(x) posiada w przedziale domknietym [a; b] pochodne az
do rzedu n wlacznie i jezeli punkty x i x + h naleza do przedziatu [a;b], to zachodzi wzér

hnfl
7f(n—l)(x) +R,,

2 3
Flth) = FOx) 0 f1(0) o 1) + o f ) o



gdzie R, nosi nazwe reszty wzoru Taylora i jest okreSlane wzorem
" )
R, = Ef” (x + 6h)

przy czym o 6 wiemy tylko, ze 0 < 0 < 1.

(b) Wzér Maclaurina Jezeli we wzorze Taylora przyjmiemy h = x oraz x = 0, to otrzymujemy

wzOr
X g x>, 2 x! (n—1)
f(x):f(0)+ﬁf(0)~l—§f (0)+§f (0)+---+mf (0) + Ry,
gdzie
Rn:% Mg.x)  (0<o<1).

3. Punkt przegiecia

(a) Punktem przegiecia wykresu funkcji y = f(x), gdy funkcja f(x) ma druga pochodna ciagta,
nazywamy taki jej punkt, w ktérym styczna do krzywej przechodzi z jednej strony krzywej
na druga.

(b) Jezeli funkcja y = f(x) ma druga pochodna ciagta, to w punktach przegiecia wykresu funkcji
druga pochodna f”(x) jest réwna zeru. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (np. druga
pochodna funkgji x* jest réwna zeru dla x = 0, a wykres funkcji nie ma punktu przegiecia
w tym punkcie, tylko minimum).

(c) Jezeli druga pochodna f”(x) dla x < xp jest ujemna (dodatnia), dla x = xg jest réwna zeru,
a dla x > xp jest dodatnia (ujemna), co wyrazamy krécej, méwiac: druga pochodna przy
przejéciu przez punkt xo zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na ujemny), to
wykres funkcji y = f(x) ma punkt przegiecia w punkcie xo.

4. Wypuklos¢ i wklestos¢ funkcji

(a) Wypukla kombinacja Niech beda dane dwie liczby x; < xp. Wypukiq kombinacjq tych liczb
nazywamy kazda liczbe postaci

Xg=ax1+(1—a)x, gdzie 0<a<l.

Kazda wypukia kombinacja dwéch liczb lezy na odcinku, ktérego koricami sa te liczby.

(b) Funkcja wypukla w przedziale Méwimy, ze funkcja f(x) okreslona w przedziale [b;c] jest
wypukta w tym przedziale, jezeli dla kazdej liczby x, postaci x, = ax; + (1 — a)xp przy
dowolnych x; i x, z przedziatu [b; ¢] zachodzi nier6wnos¢

f(xa) <ya,  gdzie  yo=af(x1)+(1—a)f(x2).

(c) Warunek wypuktosci funkgji f(x) oznacza geometrycznie, ze tuk wykresu funkeji y = f(x)
o konicach M; i M, znajduje sie catkowicie ponizej cieciwy M;M,, jakiekolwiek obierzemy
punkty M; i M, wykresu funkcji wypuktej.

(d) Jezeli funkcja f(x) jest w przedziale [b;c] rézniczkowalna, a jej pochodna jest w tym prze-
dziale funkgja rosnaca, to funkgja f(x) jest w przedziale [b; ¢] funkcja wypukla.

(e) Jezeli funkcja f(x) jest w przedziale [b; c] dwukrotnie rézniczkowalna, a jej druga pochodna

przyjmuje w tym przedziale stale wartosci dodatnie, to funkgja f(x) jest w przedziale [b;c]
funkcja wypukia.



(f) Funkcja wklesta w przedziale Méwimy, ze funkcja f(x) okreSlona w przedziale [b;c] jest
wklesta w tym przedziale, jezeli dla kazdej liczby x, postaci x, = ax; + (1 —a)x, przy dowol-
nych x7 i xp z przedziatu [b; c] zachodzi nier6wnosé¢

f(xa) = Ya,

gdzie y, =af(x1)+ (1—a)f(x).

(g) Jezeli funkcja jest wklesta, to tuk wykresu funkcji znajduje sie zawsze ponad cieciwa, taczaca

konce tuku.

(h) Jezeli funkcja f(x) posiada w przedziale [c;d] pierwsza pochodna malejaca lub druga po-
chodna ujemna, to jest w tym przedziale funkcja wklesta.

(i) Jezeli funkcja f(x) jest w przedziale [b; c] wypukla (wklesta) i dwukrotnie rézniczkowalna, to
w kazdym punkcie wykresu funkgji styczna do wykresu znajduje sie pod (nad) wykresem.

5. Asymptota Prosta p nazywamy asymptotq danej krzywej, jezeli odlegtos¢ punktu tej krzywej od
prostej p dazy do zera, gdy punkt na krzywej oddala sie nieskoriczenie od poczatku ukladu

wspotrzednych.

(a) Asymptota pionowa Zauwazmy, ze odlegtos¢ punktu P(x, f(x)) krzywej y = f(x) od prostej

X = X9 Wynosi

d=|x—xol,

a zatem d — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x — xo. Punkt P(x, f(x)) krzywej oddala sie do
nieskoniczonosci przy x — xp wtedy i tylko wtedy, gdy |f(x)| dazy do nieskoriczonosci.
W zwiazku z tym prosta x = xo nazywamy asymptotq pionowq krzywej y = f(x), jezeli

lim |f(x)| = co.

X—X(

(b) Asymptota pochyta WeZmy pod uwage funkcje

y = f(x)

okreslona w przedziale nieskoriczonym i prosta

y =mx+b.

Odlegtos¢ d punktu M(x, f(x)) krzywej od prostej jest wyrazona przez wzor

d_f(x)—mx—b
 Vi+m

Mianownik nie zalezy od x, a zatem dla x — o0 odlegtosé d — 0 wtedy, gdy (f(x) — mx —
b) — 0. Prosta y = mx + b nazywamy asymptotq pochylq krzywej y = f(x), jezeli

lim (f(x) —mx—0b) =0.

x—+oo

(c) Jezeli zachodzi powyzszy wzdr, to tym bardziej zachodzi zwiazek

tzn.

lim [ =M=t
x—*+oo X

lim M—m—é:0.

x—+oo X X



Poniewaz limy_, 1 g = 0, wiec otrzymujemy

lim (f(x) — m> =0,
X—>Zo0 X

czyli

(d) Mamy oczywiscie
lim (f(x)—mx) =b.

x—+oo

(e) Kierunek asymptotyczny O prostych posiadajacych wspélczynnik kierunkowy m méwimy,
ze posiadaja kierunek asymptotyczny.

6. Og6lny schemat badania ksztattu krzywej y = f(x) Badamy:

(a) obszar okreslonosci funkgji,
(b) czy funkcja jest parzysta, nieparzysta i periodyczna,

(c) miejsca zerowe i znak funkgji,

(e) punkty przegiecia i kierunek wypuklosci,

)
)
)
(d) ekstrema i przedzialy monotonicznosci,
)
(f) asymptoty,

)

(8) ujmujemy wyniki w tabelke, w ktérej uwzgledniamy wszystkie otrzymane wartosci charak-
terystyczne argumentu,

(h) wykonujemy wykres.
7. Dla bardziej doktadnego wykonania wykresu mozna wyznaczy¢ dodatkowo

(a) kilka punktéw na krzywej (np. punkt jej przeciecia z osia y i inne),

(b) wspoélczynnik kierunkowy stycznej w pewnych punktach (np. w punktach przegiecia i in-
nych).

Przydatne wzory i fakty

1. 51 = 120, 2. 6! =720, 3. 71 = 5 040, 4. 8! =40 320, 5. 91 = 362 880.

Zadania

1. Wyjasni¢, dlaczego do funkgi y = 1 — |x| nie mozna stosowaé twierdzenia Rolle’a, mimo ze
funkcja na konicach przedziatu [—2;2| przybiera te same wartosci?

2. Czy funkcja monotoniczna w przedziale [4; b] mozne mie¢ wewnatrz tego przedziatu ekstremum
lokalne?

3. W ktérych punktach funkcja y = f(x) moze posiada¢ ekstrema lokalne?

4. W ktoérych punktach moze posiada¢ ekstrema lokalne funkcja



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(@) y = cosx, © y=(x+2)2+ 3/ (x—2)2
(b) y=x*—2x2+7,

. Sprawdzi¢, ze twierdzenie Rolle’a zachodzi dla funkdji y = x* + 3x? — x — 3 w przedziale [—3; —1].

. Napisa¢ réwnanie stycznej do krzywej y = x2—4x+5 réwnoleglej do cieciwy faczacej punkty

o odcietych 2 i 4.

. W jaki spos6b badamy monotonicznos¢ funkcji?

. Co mozna powiedzie¢ o monotonicznosci funkgji, ktérej pochodna réwna sie statej ¢, réznej od

zera w calym przedziale okreslono$ci?

. Pochodne dwoch funkgji sa identyczne. Co mozna powiedzie¢ o wartosciach i wykresach tych

funkcji?

Udowodni¢, ze wyrazenie
f(x) = arcsin x + arc cos x

przyjmuje dla wszystkich warto$ci x z przedzialu —1 < x <1 te sama stala wartos¢ i udowodnig,

ze ta stala wynosi 377

Zbada¢ monotonicznoé¢ funkgji:

(@) y=3x+5, (d) y =sinx, (8) xe *.
(b) y = 3x% +5x — 6, (e) y=x%—3x+2,
() y==x*>—4, (f) y =3x>+4,5x* —4x +1,

Znalez¢ ekstrema funkcji

(@ y=x*—3x+2, (d) y =8x>—12x> +6x+1, (8) y = xe %,
(b) y=—x>+x+6, (e) y=1-sinx,
(© y=31>—2x+3x—1, ) y =12, (h) y = e *sinx.

Zastosowaé wz6r Maclaurina do funkgji f(x) = x* + 3x3 + 2x2 + x. Obliczy¢ przyblizona wartos¢
f(2) przyjmujac rézne n. Zaobserwowag, jak zmieniaja sie reszty.

Zastosowa¢ wzor Maclaurina do funkgcji f(x) = e*. Obliczy¢ przyblizona warto$¢ liczby e przyj-
mujac n = 7. W jakim przedziale mieéci sie blad tego oszacowania? Ile cyfr po przecinku jest
obliczonych w sposéb pewny?

Jakie znaczenie ma ostatni wyraz wzoru Maclaurina (Taylora) przy obliczaniu przyblizonych
wartodci funkgcji?

Zastosowa¢ wzoér Maclaurina do funkgji:
(@) f(x) =a%, (b) f(x) = cosx, © f(x) =In(l+x), (@ f(x)=vItx

Obliczy¢ sin% z dokladnoscia do 0,0001, postugujac sie rozwinieciem funkgcji sin w szereg pote-
SOWY.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Obliczy¢ % z dokladnoscia do 0,001, postugujac sie rozwinieciem funkcji e¥ w szereg Maclaurina.

Obliczy¢ v/30 z doktadnoscia do 0,001, postugujac sie rozwinieciem funkgji f(x) = (1 + x)°
w szereg potegowy.

Obliczy¢ +/e z doktadnoscia do 0,001, postugujac sie rozwinieciem funkgji ¥ w szereg potegowy.

Obliczy¢ = z doktadnoscia do 0,001, postugujac sie rozwinieciem funkgcji e* w szereg potegowy.

1
Ye
Obliczy¢ v/250 z doktadnoécia do 0,001, postugujac sie rozwinieciem funkcji v/1+ x w szereg
potegowy.

Obliczy¢ cos(0,3), gdzie kat jest podany w radianach, z doktadnoscia do 0,001, postugujac sie
rozwinieciem funkgcji cos x w szereg potegowy.

Obliczy¢ sin10° z doktadnoscia do 0,00001, postugujac sie rozwinieciem funkgji sinx w szereg
potegowy.

ezeli a jest liczba catkowita, dodatnia, spelniajaca nieréwnosé a" < A < a"t1, edzie n jest liczba
J P ] g ]
naturalna, to do wyznaczenia przyblizonej wartosci v/ A stuzy¢ moze wzér

T x 1 : n
AN[Z“"Z'F, glee x:A—ﬂ.
Udowodni¢ wzér, a nastepnie, korzystajac z niego, obliczy¢

(a) v/245, (b) /129, (c) v/515, (d) /1027

Ile musimy wzia¢ wyrazéw szeregu In(1+x) = x — 1x> + 1x% 4+ .., aby obliczy¢ In2 z doklad-
noscia do 0,01?

Jakie wiasnosci posiada funkcja y = f(x) majaca ciagta pochodna f (2n) (x) w punkcie xo, jezeli
fl(x0) = f'(x0) = ... = f@ D(x) =0, £ (x0) # 02

Poprzestajac na pierwszych dwéch wyrazach wzoru Maclaurina obliczy¢ przyblizona wartos¢

+/1,005 = /1 + 0,005 oraz oceni¢ biad.

Znalez¢ ekstrema funkgcji korzystajac z drugiego warunku dostatecznego dla ekstremum.

(@) y= (3x— 1) b) y =%, () y=v2-x—2%
(€) y=x%,

Zbada¢ kierunek wypuklosci krzywej

(@) y = —2x2, (b) y = x> —x+6, (©) y=e*, d) y=Inx.

Znalez¢ punkty przegiecia krzywej

(@) y = x% —6x> —5x+4, (b) y = x° + 5x.

Zbada¢ wypuklos¢ i punkty przegiecia krzywej



(@) y =sinx,
(b) y=x>—-3x2+1,

33. Znalez¢ asymptoty krzywej:

()y_3x3 5x2+1

7

<wy—2“

34. Zbadac i wykresli¢ krzywa:

(a) y = 2x* —5x +3,

(b) y=6—x—x2,

(c y—2x +3x2 —6x — 4,

)
)
)
(d) y=x>—2x,
(e) y = (x—1) (x+2)3,
)
)

D y=e™,
(g) y=e*sinx,
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