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Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamie¢.

Zakres materialu

1.

2.

Obliczanie catek podwdjnych;

Zastosowanie catek podwoéjnych do obliczania objetosci bryt;

Zadania

1.

Prostopadlo$cian, ktérego dolna podstawa jest prostokat D polozony w plaszczyznie Oxy i ogra-
niczony prostymi x = 1, y = 2, x = —1, y = —2, zostal Sciety od gory powierzchnia f(x,y) =
6 — x> — y2. Obliczy¢ objetos¢ powstatej bryty.

. Zadanie jak zadanie |1} ale nalezy zmienic kolejnosé catkowania.

Prostopadloscian, ktérego dolna podstawa jest prostokat D polozony w plaszczyznie Oxy i ogra-
niczony prostymi x = 1, y = 2, x = —1, y = —2, zostal Sciety od gory powierzchnia f(x,y) =
6 — x> — y2. Obliczy¢ objetos¢ powstatej bryty.
Uwaga: zachowat wskazamg kolejnos¢ catkowania:

V= ff — x? — y?)dydx.

. Obliczyé¢ catke podwojna [[(2x +y — 1)do, gdzie obszarem catkowania D jest obszar trojkata o
D

wierzchotkach A(1,1), B(5,3), C(5,5).

. Zadanie jak zadanie 3} ale nalezy wykorzysta¢ nowe granice catkowania.

Obliczy¢ catke podwoéjna [[(2x +y — 1)do, gdzie obszarem catkowania D jest obszar tréjkata o

D
wierzchotkach A(1,1), B(5,3), C(5,5).
Uwaga: obszar D trzeba podzieli¢ na dwa obszary i catkowaé:

y=3 x=2y-1 y=5 x=5
[ ( [ @x+y+1)dx)dy+ f ( [ 2x+y+1)dx)dy.
y=1 x=y y=3 x=y

. Dany jest walec obrotowy o promieniu r i osi obrotu Oy. Obliczy¢ objetos$¢ czeéci walca wznosza-

cej sie nad tréjkatem OAB, ktory jest potowa kwadratu OBAC o boku r, lezacego w plaszczyznie
Oxy



6. Obliczy¢ catke podwdjna:

do
é/ V10+2x +y

rozciagnieta na obszar D ograniczony tukiem paraboli y = x2, odcinkiem osi Ox, odcinkiem
x = —1i odcinkiem prostej x = 3.

7. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej ptaszczyznami z = 0, x =4,y =a,x = —a,y = —a oraz
powierzchnia kuli x2 + y2 + 22 =242, gdziea >0,z > 0.

8. Obliczy¢ catki podwdjne:
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9. Obliczyé¢ catke [ [ sinx cosydxdy, gdzie obszarem catkowania jest trojkat o wierzchotkach A(a,0),

D
B(0,a), C(0,0), gdzie a > 0.
Uwaga: cos(x £+ B) = cosa cos p F sina sin p.
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