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Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamie¢.

Zakres materialu
1. Pojecia:

(a) szereg liczbowy nieskoniczony, (g) suma szeregu nieskoriczonego,
(b) wyraz szeregu, (h) szereg o wyrazach nieujemnych,

(c) wyraz ogélny szeregu, . .
(i) szereg przeminny,

(j) szereg bezwzglednie zbiezny,

)
)
)
(d) suma czastkowa,
(e) szereg zbiezny,

)

(f) szereg rozbiezny, (k) szereg warunkowo zbiezny.

2. Czesto spotykane typy szeregow:

(a) szereg geometryczny, (d) szereg harmoniczny rzedu a,
(b) szereg arytmetyczny,

(c) szereg harmoniczny, (e) szereg anharmoniczny.

3. Twierdzenia:

(a) twierdzenie o mnozeniu szeregu przez liczbe,

(b) warunek konieczny zbiezno$ci szeregu.
4. Kryteria (roz)zbieznosci szeregéw

(a) dla szeregéw o wyrazach nieujemnych
i. kryterium poréwnawcze (ro)zbieznosci szeregéw,
ii. kryterium d’Alemberta (ro)zbieznosci szeregow,
iii. wnioski wynikajace z kryteriéw d’Alemberta,

iv. kryterium Cauchy’ego (ro)zbieznosci szeregéw,



v. wnioski wynikajace z kryteriéw Cauchy’ego.
(b) dla szeregéw naprzemiennych

i. kryterium Leibniza zbiezno$ci szeregu,

ii. kryterium bezwzglednej zbieznosci szeregéw.

Oznaczenia i terminologia

1. Szereg liczbowy nieskonczony Przez szereg liczbowy nieskoriczony oznaczony symbolem
Uy +uUy+ ... U+ ... lub Zun
n=1

rozumiemy ciag sum:
51 = Uy,

Sy = uq + Uy,

Sy = Uy +Uy+ U3+ ...+ Uy,

2. Wyrazy szeregu Liczby u, uy, . .. nazywamy wyrazami szeregu.
3. Wyraz ogélny szeregu Symbol {u,} nazywamy wyrazem ogélnym szeregu.
4. Suma czastkowa Wyraz ciagu {s,} nazywamy sumami czqstkowymi szeregu Y ;1 .

5. Szereg zbiezny Jezeli ciag sum czastkowych {s,} jest zbiezny, czyli ma skoriczona granice s, to
mowimy, ze szereg jest zbiezny ) ;> 4 u, = s.

6. Suma szeregu nieskoniczonego Liczbe s nazywamy sumq szeregu nieskoriczonego. Na oznaczenie
sumy s szeregu uzywa sie tych samych symboli, co na oznaczenie samego szeregu, mianowicie:

Up g4y lub Y
n=1

7. Szereg rozbiezny Szereg, ktéry nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbieznym.
8. Szereg geometryczny

) ag"?, czyli ataqgtag*+... +ag" 4.
n=1

jest zbiezny, gdy |q| < 1, tzn. gdy —1 < g < 1, i wéwczas suma jego wynosi

(o]

n—1 a
a = .
n; ! 1—4
9. Szereg arytmetyczny
Y a(l4+(n—1)r), czyli a+(a+r)+(a+2r)+...+(@a+m—-1Dr)+...
n=1

jest rozbiezny, gdy jednoczesniea # 0ir # 0. Dlaa = 01ir = 0, to jest to szereg stale réwny 0.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Szereg harmoniczny

=1 ) 1 1 1
Y -, czyli 14+ 44 .+ —+...,
—n 2 3 n

jest rozbiezny do oo.
Szereg harmoniczny rzedu «

x 1 , 1 1 1
leﬁ, czyli 1+2—a+§+...+ﬁ+...,
n=

gdzie o > 0, jest dla @ > 1 zbiezny, a dla & < 1 jest rozbiezny.

Szereg anharmoniczny

e 1 11 11
_qyrrl i 1o i by
LN eyl 23T Tk kT

jest zbiezny.

Szereg o wyrazach nieujemnych Jezeli wszystkie wyrazy szeregu sa nieujemne, to taki szereg
nazywamy szeregiem o wyrazach nieujemnych.

Szereg przemienny Szereg przemienny to szereg, w ktérym wyrazy dodatnie i ujemne wystepuja
regularnie na przemian.

Szereg bezwzglednie zbiezny Szereg ) " ; 1, nazywamy szeregiem bezwzglednie zbieznym, jeze-
li szereg Y ;1 |un| jest zbiezny.

Szereg warunkowo zbiezny Szereg zbiezny, ktéry nie jest bezwzglednie zbiezny, nazywamy
szeregiem warunkowo zbieznym.

Twierdzenia

1.

Mnozenie szeregu przez liczbe Jezeli szereg Y., u, jest zbiezny i jego suma réwna sie
s, a ¢ jest liczba stala, to szereg Y ;. cu, jest zbiezny i jego suma jest rowna cs. Jezeli szereg
Yoo Un jest rozbiezny, to przy ¢ # 0 szereg ) ;. cu, jest tez rozbiezny.

. Warunek konieczny zbieznosci szeregu Warunkiem koniecznym zbieznosci kazdego szeregu

Y1 Uy jest to, zeby jego wyraz ogélny dazyt do zera:

lim u, = 0.
n—oo

. Szeregi o wyrazach nieujemnych

(a) Kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregéw Jezeli dla szeregu ) ;° ; u,, gdzie u, > 0,
mozna wskaza¢ taki szereg zbiezny Y ;" | v, ze poczawszy od pewnego miejsca N (tzn. dla
kazdego n > N) zachodzi nieréwnos¢ u, < vy, to szereg Y .~ U, jest rOwniez zbiezny.

(b) Kryterium por6wnwawcze rozbieznos$ci szeregéw Jezeli dla szeregu ), ; 1, mozna wska-
za¢ taki szereg rozbiezny Y )’ | v,, gdzie v, > 0, ze poczawszy od pewnego miejsca N (tzn.
dla kazdego n > N) zachodzi nier6wnos¢ u, > v,, to szereg Y_” | u, jest réwniez rozbiezny.



(c) Kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregéw Jezeli w szeregu )’ ; 1, o wyrazach dodat-
nich poczawszy od pewnego miejsca N (tzn. dla kazdego n > N) stosunek dowolnego wyra-
Zu u,41 do poprzedzajacego wyrazu u, jest stale mniejszy od pewnej liczby p mniejszej od

1, tzn. jezeli
Un+1

<p<l1 dla wszystkich n >N,

Un
to szereg ) ,~ 1 Uy jest zbiezny.

(d) Kryterium d’Alemberta rozbieznoSci szeregéw Jezeli w szeregu ), ; u, o wyrazach do-
datnich poczawszy od pewnego miejsca N (tzn. dla kazdego n > N) stosunek dowolnego
wyrazu u,1 do poprzedzajacego wyrazu u, jest nie mniejszy od jednosci, tzn. jezeli

% >1 dla wszystkich n >N,
n

to szereg ) ", U, jest rozbiezny.

(e) Wnioski wynikajace z kryteriéw d’Alemberta

i. Jezeli lim, ”Z* L =r <1, toszereg ), uy jest zbiezny.
n

ii. Jezeli lim, o ”Z—Il =5 > 1, to szereg ) ., Uy jest rozbiezny.
iii. Jezeli lim;, .« ”Z:l = 1, to przypadek jest watpliwy; nalezy wtedy stosowa¢ inne metody
badania zbieznosci szeregéw.

(f) Kryterium Cauchy’ego zbiezno$ci szeregéw Jezeli dla szeregu ) ;> ; u, o wyrazach nieujem-
nych istnieje taka liczba p < 1, Ze poczawszy od pewnego miejsca N (tzn. dla kazdego n > N)
zachodzi réwnosé

Vup < p <1,
to szereg )~ 1 Uy jest zbiezny.

(g) Kryterium Cauchy’ego rozbieznosci szeregéw Jezeli dla szeregu ) - ; u, dla nieskoriczenie
wielu wartoéci n (niekoniecznie dla wszystkich) zachodzi nieréwnos¢

Vg > 1,

to szereg ) ° | U, jest rozbiezny.
(h) Wnioski wynikajace z kryteriéw Cauchy’ego
i. Jezeli lim, e /Uy =1 < 1, to szereg ) ;> i, jest zbiezny.
ii. Jezeli lim, o {/tt, = s > 1, to szereg ) ,°_; u, jest rozbiezny.
iii. Jezeli limy, 0 /Uy = 1, to przypadek jest watpliwy; nalezy wtedy stosowaé inne metody
badania zbieznosci szeregéw.

(i) Kryterium Cauchy’ego jest mocniejsze niz kryterium d”Alemberta.

4. Szeregi przemienne

(a) Kryterium Leibniza zbiezno$ci szeregéw Jezeli w szeregu przemiennym )’ | u, poczaw-
szy od pewnego miejsca N bezwzgledne warto$ci wyrazéw szeregu daza monotonicznie do
zera, to znaczy, dla kazdego n > N spelnione sa jednoczesnie warunki:

|un+1’ S |un|/

im u,, =0,
n—00

to szereg Y ,° ; Uy jest zbiezny. Drugi z warunkéw jest koniecznym warunkiem zbieznoSci
kazdego szeregu.



(b) Kryterium bezwzglednej zbieznosci szeregéw Jezeli szereg Y - |uy,|, ktérego wyrazy sa
réwne warto$ciom bezwzglednym wyrazow szeregu Y - iy, jest zbiezny, to i szereg Y > ;
jest zbiezny.

Przydatne wzory

1. Dla x € (0, Z) zachodzi nier6wno$¢: sinx < x < tg x.
2 g

a1

. sin -

2. lim —=* =1,
n—oo n

1
3. lim % =1,

4. |sinn| <1 dla kazdego n € N,

5. logn < n dla kazdego n € IN,

6. wzor Stirlinga: n! ~ \/2mn (%)n dla kazdego n € N,

7. wniosek ze wzoru Stirlinga: n! > ()",

8. alog.b = log b".

g(x) = tan(x)

TTx sin(x)

VIED] Tan ()

-4

iz == glzy = n(§)

Rysunek 1: Zaleznosci miedzy warto$ciami funkgji trygonometrycznymi zobrazowane na wykresie.

Zadania

1. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu korzystajac z kryterium poréwnawczego



(@) Toia g (€) Lot ﬁsm T (i) Yot 51 (m) Y5 2"sinZ,
O D RS, O Xaeg 0 ol ) T2 ik
00 n=2 logn’
(C) Zn 1tgn’ (g) Zn 2@1 (k) Zn 110ng3n/
(d) T3 sinl, (h) Yla logn TlognJoen” 0 T 42 (0) Yoo, B,

2. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu korzystajac z kryterium d’Alemberta

(a) Zn 1 n" (C) Zn 1 Zn E|'>”/ (e) Z;l.o 1%(@)”/
(b) Yo, 1, (d) Y5 12, (f) Yoo Wt

3. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu korzystajac z kryterium Cauchy’ego

(@ Yoy g—i, (© Yoq (%)n, przy czym nh_r)%o a, = a > 0
oraza #bia, >0,
1
(b) Lo (3) ™", (d) Ty g

4. Zbadac zbiezno$¢ szeregu korzystajac z kryterium Leibniza

(@) Loz (=1)" 5, (© L (-1)"(V2-1), (e) Loz é?olg);-
b) T (-1 (B -1), @ T (D))"

5. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu korzystajac z kryterium bezwzglednej zbieznosci.

(a) Ly (1) 1, (b) Yo (—1)"(35)", (0) Loy 5.
6. Wykazag, ze dla ponizszych szeregdéw nie jest spelniony warunek konieczny zbiezno$ci szeregu.

(a) 2211 Ccos %, (b) 22021 (/g’ (c) Zzozl e:ﬁ!-

7. Obliczy¢, jaka wartos¢ liczbowa przedstawia utamek okresowy

(a) 0, (45), (b) 0,4(90).
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