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(wersja: 22 pazdziernika 2020)

Zeby w jak najwigkszym stopniu skorzystaé z ¢wiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumiec i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu
1. Sprawdzanie, czy:

(a) punkty naleza do prostej;

)
(b) prosta nalezy do ptaszczyzny;
(c) proste I; i I maja punkt wspdlny;
)

(d) ptaszczyzny 7 i 72 sa réwnolegtle;
2. Znajdowanie punktéw przeciecia:

(a) dwoch prostych;
(b) prostej i plaszczyzny;
(c) trzech plaszczyzn;

3. Obliczanie odlegtosci:

(a) punktu od ptaszczyzny;
(b) ptaszczyzn réwnolegtych;
(c) punktu od prostej;

)
)
)
(d) prostych réwnolegtych;
(e) prostych skosnyh;

)

(f) prostej od plaszczyzny;
4. Obliczanie miary kata miedzy:

(a) prosta a plaszczyzna;
(b) dwiema plaszczyznami;

(c) dwiema prostymi;



5. Znajdowanie rzutéw prostokatnych:

(a) punktu na prosta;
(b) punktu na ptaszczyzne;

(c) prostej na ptaszczyzne;
6. Znajdowanie punktu symetrycznego do danego wzgledem:

(a) punktu;
(b) prostej;
(c) ptaszczyzny;

7. Znajdowanie rzutu ukosnego w kierunku wektora w:

(a) punktu na plaszczyzne;

(b) prostej na ptaszczyzne;

Zadania
1. Zbadag¢, czy
(a) punkty A = (1,—-2,5), B = (3, —2,11) naleza do prostej

x—1 y+2 z-5
-1 0 @ =37

l:
(b) prosta

x = 1 + ¢,

l:q y = — 2t,gdziet e R
z = 3 4+ 3t

jest zawarta w plaszczyznie 7 : 3x +3y +z -6 =0,

(c) punkty A = (0,0,0), B= (0, —1,3) naleza do ptaszczyzny

x = 1 + s —
[: y = -3 — s + 2t gdzies,tc€ R
z = 4 — 2t

(d) proste 1 oraz I, maja punkt wspdlny;, jezeli:

x = 1,
Lh:qy = —2t gdzieteR
z = 3t,

x = -1 + s,
l2:{y = 2 — s, gdzieseR
z = =3 4+ d4s,
(e) prosta
. x+5 _y_ z—3
=2 1 -1

jest réwnolegta do plaszczyzny m:x+y —z+15=0,



(f) ptaszczyzny m; : 2x + 3y — 5y +30 = 0,

x = =5 + +
T = y = 2 + b5s + t gdzies,t€R
z = 1 + 3s +

sa rownolegte.
2. Znalez¢ punkty przeciecia:

(a) prostych

(b) prostej

x = 1 + 1,
I: <y — 3t, gdziet € IR,
z = 4 — t

0

iplaszczyzny m:x+y+z—-7=0,

(c) ptaszczyzn
m :(x,y,2z) =(0,0,0) +7(1,—2,4) +s(0,—1,3), gdzier,s € R,
o (x,y,z) = (1,-1,1) + £(1,1,1) + u(—1,0,0) gdzie t,u € R,
s (x,y,2) = (2,3,3) +0(1,0,0) + w(0, -2, —1) gdzie v,w € R.

3. Obliczy¢ odlegtosc:
(a) punktu P = (1,0, —5) od ptaszczyzny
m:3x—12y+4z+8 =0,
(b) ptaszczyzn réwnolegtych: 711 : 2x —y+3z =0, mp : —4x+2y —6z+8 =0,
(c) punktu P = (0,0,0) od prostej

l'x—l_y+1_z—3
2 -1 =2

(d) prostych réwnolegtych

1 2 3’7
L XYz
2 4 6
(e) prostych sko$nych
I { x = 0,
z = 1,

o

—
N R
I+
o<
Il

\P—\



(f) prostej

. X _y+l oz
-1 2 1
od plaszczyzny m: x +y —z+7 = 0.
4. Obliczy¢ miare kata miedzy:
(a) prosta
Iy x+2 y+1 z
-3 -2 1

i ptaszczyzna
m:2x—=3y—5=0

7

(b) ptaszczyznami
m o (x,y,z)=(1,6,7)+s(—1,2,0) +#(1,1,1),

gdzie s, t € R,
o (x,y,z) = (3,4,5) +5s(0,1,—3) + (1,0, —-2),
gdzie s, t € R,
(c) prostymi
| x +y — 1 =0,
! y — z + 3 =0
. x - 2y + z =0
U —x 4+ 3y 4+ 2z = 0.

5. ZnaleZz¢ rzut prostokatny:

(a) punktu P = (1,0, —3) na prosta

(b) punktu P = (0,0,1) na ptaszczyzne
mix+y—2z+4=0,

(c) prostej ! : x =y = z na plaszczyzne

m:x+2y+3z—6=0.

6. Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P = (0, 1,3) wzgledem:

(a) punktu S = (1,0,-1),
x+1 _ Y z—5

(b) prostej | : =5 = 1 = 552,
(c) plaszczyzny m: x+y+z =0.
7. Znalez¢ rzut ukosny w kierunku wektora @ = (1, —1,1):

(a) punktu P = (0,1,0) na plaszczyzne
m:x+3y—6=0,



(b) prostej ! : x = —2y = 3z na plaszczyzne
mix+y+z—5=0.
8. Zbada¢, czy
(a) punkty A = (1,2,3), B = (—1,—2,0) naleza do prostej

X =
Iy =
Z =

| 2x+y—z+3 = 0,
"l x—2y+z-5 =0

+
+ 2t,gdziete R, ,
— t

LN =

(b) prosta

jest zawarta w plaszczyznie 77 : 5y — 3z + 13 =0,
(c) punkty A =(0,1,5), B = (1,2,3) naleza do ptaszczyzny

x = -1 4+ s +
l:¢ y = 2 + 3s — t, gdzies,teR
z = 3 — s + 2t
(d) proste I : ’%1 = yli = % oraz lp: 1 = yl;l = % maja punkt wspdlny,

(e) prosta

x = t,
l:qy = 1 + 2t gdziet €,
z = 2 + 3t

jest réwnolegta do plaszczyzny
m:x+y—z+3=0.
9. Znalez¢ punkty przeciecia:

(a) prostych

ol + 2y — z + 4 =0
1' y +z — 3 =0,
] 2x —y — 2z + 8 =0
2 x + 2y + 2z — 5 =0,

(b) prostej

i ptaszczyzny

s
S 2t, gdzies, t € R,
4¢,

+ + +

1 +
3 +

N

S

A
——
N = R
1

(c) ptaszczyzn
mo o 3x+y+z+1=0
M  x+2z24+6=0
3 3y+2z=0.



10. Obliczy¢ odleglos¢:
(a) punktu P = (1, —2,3) od plaszczyzny
m:x+y—3z+5=0,
(b) ptaszczyzn réwnolegtych:
m2x+y—2z2=0,m:2x+y—-2z—-3=0,

(c) ptaszczyzn:
mix—2y+2z2+5=0,m:3x—6y+62—-3=0,

(d) punktu P = (0,1, —1) od prostej

(e) prostych réwnolegltych

1 2 -1’
l.i_y—l_z—?)
22T 4 2
(f) prostych skosnych
I - x = 0,
Ly = o
x = 1,
R
(g) prostych
l.x—9_y—2_5
Vs T 3
l,i_y+7_z—2
22T 9 T2

(h) prostej

x = 2 + t,
I: <y -3 + 2t gdziet € R,
z = 2 — t,

od plaszczyzny 7t : 2x +y +4z = 0.

11. Obliczy¢ miare kata miedzy:

(a) prosta

i ptaszczyzna m:x —z =0,
(b) ptaszczyznami
mix—2y+3z—-5=0,

m:2x+y—2z+3=0,



(c) prostymi

x = 1 — t,

Iy : { y = —2 + t gdziet c R,
z = 3t,
x = 3 — 2s,

I: { y = 4 — s, gdzies e R
z = 1 + 3s

12. Znalez¢ rzut prostokatny:
(a) punktu P = (—3,2,0) na ptaszczyzne
mix+y+z=0,

(b) punktu P = (—1,2,0) na prosta
l:x=y=z

(c) prostej | : 73 = 22 = 2t na plaszezyzne
m:x+3y—2z—6=0.

13. Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P = (2,3, —1) wzgledem:

(@) punktu S = (1,-1,2),

(b) prostejl:{ ; 1 ]z/ z 8: ,

(c) plaszczyzny m:2x —y+2z -6 =0.
14. Znalez¢ rzut uko$ny w kierunku wektora @ = (2,3, —1):

(a) punktu O = (0,0,0) na ptaszczyzne

mix—2z4+8=0,
(b) prostejl:x —1=y+1=z—2na plaszczyzne

m:x—y+z—1=0.
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