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Zeby w jak najwigkszym stopniu skorzystaé z ¢wiczen, wszystko to, co jest w czesci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumiec i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu

1. Elementy gry;

2. Postaé ekstensywna gry;
3. Posta¢ normalna gry;

4. Strategie czyste i mieszane;

Pojecia wstepne
1. Pojecie gry

(a) Teoria gier zajmuje sie analizowaniem sytuacji, w ktérych zachodzi interakcja miedzy grupa
racjonalnych graczy.

(b) Zaklada sie, ze gracze podejmuja decyzje strategicznie.

(c) Interakcja oznacza takie oddzialywanie miedzy graczami, ze decyzje jednego gracza wply-
waja bezposrednio na przynajmniej jednego z pozostatych graczy.

(d) Z kolei przez racjonalnoé¢ rozumie sie, ze podejmujac decyzje, kazdy gracz bierze pod uwa-
ge istniejace miedzy nim i innymi wspoétzaleznosci i probuje dziala¢ w sposéb dla siebie
najbardziej korzystny.

(e) Zeby mozna byto méwié o grze, musza by¢ okreslone nastepujace elementy:

e Gracze - kto bierze udziat w grze?

e Reguly - jakich zasad trzeba przestrzegaé grajac w gre? W szczegdlnosci kolejnos¢ po-
dejmowania decyz;ji.

e Strategie - jakie decyzje moze podejmowac kazdy z graczy?

e Wyniki - jakie sa mozliwe wyniki gry?

o Wyplaty - jaka uzytecznosé¢ ma kazdy mozliwy wynik dla kazdego z graczy?



(f) W ramach teorii gier zaklada sie, ze gracze sa racjonalni, czyli daza do zmaksymalizowania
swoich wyptat. Dodatkowo zakladamy, ze:
e kazdy gracz zna reguly gry.
e kazdy gracz wie, ze wszyscy znaja zasady.
e kazdy gracz wie, ze kazdy pozostaly gracz wie, Ze wszyscy znaja zasady.
e itd.

2. Posta¢ ekstensywna Postac ekstensywna (rozwinieta) gry to reprezentacja graficzna regut, przed-
stawiajaca je w postaci drzewka skladajacego sie z korzenia i galezi utozonych w okreSlonym
porzadku.

3. Posta¢ normalna Posta¢ normalna (strategiczna) przedstawia pelna liste graczy, mozliwe strate-
gie i wyplaty.

4. W grze dwuosobowej posta¢ normalna mozna zaprezentowac jako tabele, w ktérej wiersze odpo-
wiadaja strategiom pierwszego gracza, a kolumny - drugiego. W komoérkach tabeli znajduja sie
wyplaty odpowiadajace parom strategii, na przecieciu ktérych lezy dana komorka.

5. Strategie czyste i mieszane Strategia czysta, to strategia, w ktérej kazdy gracz dokonuje jed-
nego wyboru z prawdopodobieristwem 1 i trwa przy nim. Jest ona szczegdlnym przypadkiem
strategii mieszanej, w ktdrej gracze podejmuja decyzje na podstawie rozktadu prawdopodobien-
stwa.

Zadania

1. Zadanie - o lub 1 Dwoch graczy zapisuje na kartce jednoczesnie i niezaleznie od siebie liczbe
zero lub jeden. Jesli zapisane liczby sa takie same, to wygrywa pierwszy gracz, w przeciwnym
przypadku wygrywa gracz drugi.

(a) Okresli¢ sktadniki gry:
i. zbior graczy,
ii. zbiér regul (na czym polega rola graczy, jakich zasad musza przestrzegac, jak okresla sie
zwyciezce),
iii. zbior strategii,
iv. zbiér wynikéw,
v. wyplaty (rozwazy¢ rézne przypadki: np. gra o sumie zero; rézne wyplaty w zaleznosci
od cech charakteru gracza).

2. Zadanie - gry w zyciu codziennym

(a) Poda¢ przykitady sytuacji z zycia codziennego, ktére moga by¢ traktowane jak gry. Okresli¢
graczy, rodzaj interakcji, dostepne strategie oraz cele, ktére prébuje osiagnaé kazdy z graczy.

3. Zadanie - kawa W poblizu uczelni znajduja sie kawiarnie A i B sprzedajace kawe na wynos.
Interakcja miedzy kawiarniami polega na tym, ze wysokoé¢ sprzedazy w kawiarni A zalezy od
ceny kawy w kawiarni B i vice versa.

(a) Ustali¢ trzy mozliwe ceny kawy i opisa¢ jak moze wyglada¢ zaleznos¢ miedzy przychodem
w kawiarni A w zaleznoéci od ceny kawy w kawiarni B.



(b) Dla przyjetych wczesniej cen zdecydowag, ile powinna kosztowac¢ kawa w kawiarni A, jezeli
kawa w kawiarni B kosztuje 7 zt.

(c) Co w sytuacji, gdyby cena w kawiarni B zostata podwyzszona do 8 z1?

(d) Przyja¢, ze:

ceny ustalane sa jednoczesnie,
e ceny moga by¢ na poziomie 6 z1, 7 zt, 8 zi,

koszt podania jednej kawy to 4 zi,

e dziennie wydawane jest tacznie 1000 kaw,

e kawiarnia, ktéra ma nizsza cene, przejmuje wszystkich klientéw,

e jezeli ceny w obu kawiarniach sa takie same, to klienci dziela sie na pdt,

e wyplata dla kawiarni to jej dochéd (przychéd pomniejszony o koszty) ze sprzedazy kaw.

Napisac¢ postac strategiczna gry.

(e) Dla poprzedniego podpunktu napisa¢ postacie strategiczne gier w przypadku, gdy dziennie
sprzedawnych jest facznie 500 i 1500 kaw. Przyja¢, ze pozostale warunki nie ulegaja zmianie.

(f) Dla warunkéw z podpunktu napisaé postaé strategiczna gry w przypadku, gdy kawiar-
nia z kawa w nizszej cenie przyciaga 75% klientéw. Przyja¢, ze pozostale warunki nie ulegaja
zmianie.

(g) Dla warunkéw z podpunktu napisa¢ postac strategiczna gry w przypadku, gdy kawiar-
nia A sprzedaje smaczniejsza kawe i w zwiazku z tym, gdy ceny w obu kawiarniach sa
takie same, kawiarnia A przyciaga 75% klientéw. Przyja¢, ze pozostate warunki nie ulegaja
Zmianie.

4. Zadanie - cukierki Rozwazy¢ nastepujacy problem decyzyjny. Na stole stoja miski z czterema
rodzajami cukierkéw: ananasowe (A), bananowe (B), czeresniowe (C), daktylowe (D), sposréd
ktérych nalezy wybra¢ dokltadnie dwa rodzaje.

(a) Przedstawié¢ problem w postaci ekstensywne;j.

(b) Po wybraniu dwdch rodzajow stodyczy nalezy zdecydowaé, cukierkéw ktérego typu wezmie
sie kilka (K), a ktérego tylko jeden (J). Uzupelni¢ posta¢ ekstensywna.

(c) Przyja¢, ze wziecie kilku cukierkéw daje duzg przyjemno$é, a wziecie jednego cukierka - matg.
Uzupetni¢ wyplaty w postaci ekstensywnej gry.

5. Zadanie - posta¢ ekstensywna gry

(a) Wyjasni¢ dlaczego mozna zapisa¢ gre w postaci ekstensywnej na przynajmniej tyle sposo-
béw, ilu jest graczy.

6. Zadanie - grzybiarze Grzybiarze Adam i Bartosz wybieraja sie do lasu. Obaj chca dosta¢ sie w to
samo miejsce. Ten, ktéry dotrze pierwszy, zbierze wszystkie grzyby. Grzybiarze moga poruszac
sie samochodem, pociagiem lub rowerem.

(a) Narysowaé postac¢ ekstensywna gry zakladajac, ze podejmujac swoja decyzje, gracz drugi
zna decyzje gracza pierwszego.

(b) Narysowac postaé ekstensywna gry zaktadajac, ze gracze podejmuja swoje decyzje jednocze-
$nie. Pamieta¢ o oznaczeniu zbioréw informacyjnych.



(c) Dla poprzedniego podpunktu, obliczy¢ liczbe strategii gracza drugiego. Pamietaé o tym, ze
kazda strategia gracza drugiego musi sklada¢ sie z trzech komponentéw (po jednym dla
kazdego z weztéw decyzyjnych).

(d) Dla poprzednich dwéch podpunktéw, narysowac gre w postaci strategicznej, przy czym
przyjaé, ze Adam dociera na miejsce jako pierwszy, jezeli:

e Adam porusza sie pociagiem (niezaleznie od decyzji podjetej przez Bartosza),

e Adam porusza sie rowerem, a Bartosz nie porusza sie pociagiem,

e obaj poruszaja sie samochodami.
Za wyplaty przyjac¢ 1 w przypadku grzybiarza, ktéry dociera na miejsce jako pierwszy i 0 dla
drugiego.

7. Zadanie - gra NIM Na stole leza dwa stosy patyczkéw. Gracze kolejno zabieraja dowolna,
niezerowa liczbe patyczkéw z jednego, wybranego przez siebie stosu (w kazdej turze mozna
wybra¢ dowolny stos). Wygrywa gracz, ktéry zabierze ostatni patyczek.

(a) Stosy zréwnowazone.
i. Pokaza¢, ze drugi gracz ma strategie wygrywajaca w kazdym z ponizszych przypadkéw:
A. w kazdym stosie jest po jednym patyczku: (1,1).
B. w kazdym stosie sa po dwa patyczki: (2,2).
C. w kazdym stosie jest po n > 2 patyczkow: (n,n).

ii. Dla ostatniego przypadku pokaza¢, ze drugi gracz ma dokfadnie jedna strategie prowa-
dzaca do zwyciezca (czyli: jezeli drugi gracz nie postepuje zgodnie z ta strategia, gracz
pierwszy moze wykorzysta¢ to na swoja korzysc¢ i stana¢ na pozycji, ktéra prowadzi do
zwyciestwa).

(b) Stosy niezréwnowazone.
i. Narysowa¢ posta¢ ekstensywna gry dla przypadku (3,2). Przyja¢, ze wyplata w przy-
padku wygranej wynosi 1, a przegranej 0.

ii. Rozwazy¢ jak ta sytuacja ma sie do poprzednich i wykaza¢, ze pierwszy gracz ma stra-
tegie wygrywajaca.

iii. Narysowac posta¢ strategiczna gry dla konfiguragji (2,1). Nie trzeba uzupelnia¢ wszyst-
kich wyptat w tabeli.

(c) Wersja z trzeba stosami. Reguly gry pozostaja bez zmian oprécz tego, ze tym razem patyczki
uloZone sa w trzech stosach.
i. Pokaza¢, ze jezeli kazdy stos sktada sie z jednego patyczka (1,1,1), to gracz pierwszy
ma strategie wygrywajaca.

ii. Pokaza¢, ze jezeli kazdy stos skiada sie z jednego patyczka (2,2,2), to gracz pierwszy
ma strategie wygrywajaca.

iii. Pokaza¢, ze jezeli kazdy stos sklada sie z takiej samy liczby patyczkéw (n,n,n), gdzie
n € IN, to gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

iv. Pokaza¢, ze jezeli dwa stosy sktadaja sie z jednego patyczka (1,1,1), gdzien € N, n # 1,
to gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

v. Pokaza¢, ze jezeli dwa stosy sktadaja sie z dwoch patyczkéw (2,2,1), gdzien € N, n # 2,
to gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

vi. Pokaza¢, ze jezeli dwa stosy sktadaja sie z takiej samy liczby patyczkéw (n,n, k), gdzie
n,k € N, n # k, to gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.



vii. Pokazag¢, ze jezeli stosy sktadaja sie z patyczkéw w konfiguracji (1,2,3) (lub jej dowolnej
permutagji), to gracz drugi ma strategie wygrywajaca.

viii. Korzystajac z poprzedniego podpunktu wykazac¢, ze dla kazdej poczatkowej konfiguracji
patyczkéw (1,2,n), (1,1,3), (n,2,3), gdzie n € IN, n > 3, gracz pierwszy ma strategie
wygrywajaca.

(d) Posta¢ strategiczna gry. Przyja¢, ze wyptata w przypadku wygranej wynosi 1, a przegranej
—1.
i. Rozwazy¢ przypadek (2,1) i zapisa¢ gre w postaci ekstensywnej.
ii. Rozwazy¢ przypadek (2,1) i przedstawi¢ gre w postaci strategiczne;j.
8. Zadanie - gra MARIENBAD Na stole leza dwa stosy patyczkéw. Gracze kolejno zabieraja

dowolna, niezerowa liczbe patyczkéw z jednego, wybranego przez siebie stosu (w kazdej turze
mozna wybra¢ dowolny stos). Przegrywa gracz, ktéry zabierze ostatni patyczek.

(a) Stosy zréwnowazone
i. Rozwazy¢ przypadek, kiedy w kazdym stosie jest po jednym patyczku: (1,1). Wykazag,

ze gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

ii. Rozwazy¢ przypadek, kiedy w kazdym stosie sa po dwa patyczki: (2,2). Wykazaé, ze
gracz drugi ma strategie wygrywajaca.

iii. Narysowa¢ posta¢ ekstensywna gry dla przypadku (3,3). Przyja¢, ze wypltata w przy-
padku wygranej wynosi 1, a przegranej o.

iv. Rozwazy¢ przypadek, kiedy w kazdym stosie jest po n > 2 patyczkéw: (n,n). Wykazac,
ze gracz drugi ma strategie wygrywajaca.

(b) Stosy niezréwnowazone
i. Wykaza¢, ze w takiej sytuacji gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

9. Zadanie - glosowanie W przetargu biora udziat firmy A i B. Komisja skfada sie z trzech czton-
koéw, ktorzy glosuja, aby wyloni¢ zwyciezce. Mozliwe wyniki, to wybér firmy A, wybér firmy B
lub odrzucenie obu ofert (O). Wybér oznacza uzyskanie wiekszoéci w glosowaniu. Glosowanie
jest dwustopniowe i przebiega nastepujaco:

e najpierw wybiera sie jedna z firm A lub B,

e nastepnie wybiera sie pomiedzy zwyciezca z poprzedniego kroku a odrzuceniem obu ofert.
Kazdy cztonek komisji ma inne preferencje co do dostepnych opdji:

e czlonek 1: woli A od O1 O od B,
o cztonek 2: woliBod Ai A od O,
e cztonek 3: woli O od Ai A od B.

(a) Przeanalizowa¢ gre w przypadku, gdy cztonkowie komisji glosuja zgodnie ze swoimi prze-
konaniami.

(b) Przeanalizowa¢ gre w przypadku, kiedy trzeci cztonek komisji glosuje strategicznie i wybiera
w pierwszym glosowaniu B zamiast O.

(c) Przeanalizowaé gre w przypadku, kiedy drugi cztonek komisji, podejrzewajac, ze trzeci gracz

bedzie glosowat strategicznie, sam glosuje strategicznie i wybiera w pierwszym glosowaniu
A zamiast B.



(d) Wykaza¢, ze w drugiej rundzie glosowania zaden z graczy nie poprawi swojej sytuacji gto-
sujac w sposéb inny, niz zgodny ze swoimi przekonaniami.
(e) Przyjaé, ze preferencje trzeciego czlonka sa nastepujace: woli O od B, woli B od A.
i. Jaki bylby wynik glosowania, gdyby trzeci czltonek glosowal zgodnie z przekonaniami?
ii. Jaki bylby wynik gtosowania, gdyby trzeci cztonek gtosowat strategicznie?
(f) Przyja¢, ze dla kazdego cztonka wyptata wynosi:
e 1 w przypadku wybrania najbardziej preferowanej przez niego decyzji,
e 0 w przypadku wybrania drugiej w kolejnosci preferowanej przez niego decyzji,
e —1 w przypadku wybrania najmniej preferowanej przez niego decyzji.
Narysowac gre w postaci ekstensywnej. Doprowadzi¢ ilustracje do korica tylko w przypad-
ku dwoch mozliwych wynikéw. Wypisa¢ na koricu gatezi wyptaty. Pamieta¢ o zaznaczeniu
zbioréw informacyjnych.

10. Zadanie - dylemat wieZnia Dwoch przestepcéw zostato ztapanych przez policje i umieszczo-
nych w osobnych celach. Z powodu braku dowodéw przestepstwa, nie mozna im udowodni¢
winy. Policja stara sie nakloni¢ ich do zeznarn przeciwko sobie:

(a) Jezeli obaj wieZniowie beda wspétpracowa¢ z policja, kazdy z nich dostanie kare pieciu lat
wiezienia.
(b) Jezeli tylko jeden bedzie wspotpracowat, wtedy cata wina spadnie na drugiego, ktéry pojdzie
do wiezienia na dziesie¢ lat, a wspétpracujacy wyjdzie od razu na wolnos¢.
(c) Jezeli zaden z wieZniéw nie zgodzi sie wspdélpracowaé z policja, obaj dostana kare jednego
roku wiezienia za brawurowa ucieczke samochodem.
i. Zapisac postac strategiczna gry.
ii. Zapisac postaé strategiczna gry z alternatywnymi wyptatami, ktére:
A. odpowiadaja zatozeniom dylematu wiezZnia,
B. nie odpowiadaja zalozeniom dylematu wieZnia.
iii. Zapisa¢ posta¢ ekstensywna gry. Pamieta¢ o zaznaczeniu zbioréw informacyjnych.
iv. Przyjaé, ze mozliwa jest jeszcze trzecia decyzja, polegajaca na czeSciowym zeznawaniu.
Posta¢ strategiczna gry podana jest w tabeli (liczby oznaczaja dlugos¢ zasadzonego wy-
roku wiezienia).

wiezien I \wiezieni II ‘ wspélpracuje | nie wspélpracuje | czeSciowo wspélpracuje

wspélpracuje 2,2 0,5 1,3
nie wspélpracuje 5,0 %, % 4, %
cze$ciowo wspélpracuje 3,1 %, 4 1,1

A. Zdecydowa¢, czy prawda jest, ze dla pierwszego wieZnia korzystnie jest wspoétpra-
cowac z policja niezaleznie od tego, jaka decyzje podejmie drugi wieziefi.

B. Czy w grze jest mozliwy inny sensowny wynik, niz wspétpracowanie z policja przez
obu wiezniéw?

11. Zadanie - podzial 10 zI Dwie osoby maja do podziatu 10 zi. Pierwszy gracz moze zaoferowac,
ze przekaze drugiemu kwote réwna o zi, 2,5 zt, 5 z1, 7,50 zt lub 10 zI. Drugi gracz moze sie
zgodzié na propozycje lub ja odrzucié. Jezeli drugi gracz zaakceptuje propozycje, to dostaje kwote,
na ktoéra sie zgodzil, a pierwszy gracz zachowuje reszte pieniedzy. Jezeli drugi gracz odrzuci
propozycje, zadne z graczy nie otrzymuje pieniedzy.



(a) Narysowac posta¢ ekstensywna gry.

)

(b) Wypisac¢ strategie pierwszego gracza.

(c) Wypisa¢ kilka mozliwych strategii drugiego gracza.

(d) Napisa¢ gre w postaci strategicznej. Nie trzeba wypisywac¢ wszystkich strategii gracza dru-
giego.

(e) Rozwazy¢ modyfikacje gry polegajaca na tym, ze jezeli gracz drugi nie akceptuje propozycji
ztozonej przez pierwszego gracza, to moze zlozy¢ wlasna propozycje graczowi pierwszemu.
Gracz pierwszy moze ja zaakceptowac lub odrzuci¢. Jezeli zadna z propozycji nie zostaje
zaakceptowana, zaden z graczy nie otrzymuje pieniedzy. Jezeli ktérakolwiek z propozycji
zostaje zaakceptowana, pieniadze dzielone sa zgodnie z ustaleniem. Narysowac posta¢ eks-
tensywna gry.

(f) Rozwazy¢ modyfikacje gry polegajaca na tym, ze gracze podejmuja decyzje jednoczesnie:

e gracz pierwszy sklada oferte,
e gracz drugi ustala jaka najmniejsza kwote chciatby dostac.

Jezeli oferta gracza pierwszego jest przynajmniej tak wysoka, jak kwota ustalona przez dru-
giego gracza, to dochodzi do podziatu zgodnie z oferta. W przeciwnym przypadku nie do-
chodzi do porozumienia i zaden z graczy nie dostaje zadnych pieniedzy. Narysowa¢ postac
ekstensywna gry.
(g) Dla ostatniego podpunktu, zapisa¢ gre w postaci strategiczne;.
12. Zadanie - wspélny projekt Andrzej, Barbara i Cezary maja do wykonania wspdlny projekt.
Kazdy student moze pracowa¢ cigzko (C) lub unika¢ wysitku (U). Projekt bedzie oceniany w skali
od o do 5 wedlug nastepujacych zasad:

e jezeli wszyscy studenci pracuja ciezko, dostana 5,

e jezeli przynajmniej dwéch studentéw pracuje ciezko, dostana 4,
e jezeli tylko jeden student pracuje ciezko, dostana 3,

e jezeli nikt nie pracuje ciezko, dostana o.

(a) Napisz taka funkcje uzytecznodci u, ktéra zalezy od oceny i wkladu pracy (np. wyplata w
przypadku ciezkiej pracy i otrzymania oceny 4, to u(C,4)). Przyjmij, ze studenci preferuja
lepsza ocene od gorszej, ale jednocze$nie wola unika¢ wysitku niz pracowaé ciezko (np.
u(U,4) > u(C,4) > u(C,4)).

(b) Korzystajac poprzedniego podpunktu narysuj posta¢ ekstensywna gry.

(c) Rozwazy¢ dwa oddzielne przypadki:

i. Cezary pracuje ciezko,
ii. Cezary unika pracy.

Dla kazdego z nich narysowac postac strategiczna gry.
13. Zadanie - kétko i krzyzyk
(a) Przeanalizowac gre w kotko i krzyzyk. Czy w tej grze jest strategia wygrywajaca?
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