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CWICZENIA
zbidr, element zbioru, inkluzja i réwno$¢ zbioréw; suma, iloczyn, réznica, réznica
symetryczna i dopelnienie zbioréw; prawa rachunku zbioréw

Zeby w jak najwiekszym stopniu skorzysta¢ z cwiczen, wszystko to, co jest w czeSci teore-
tycznej (oznaczenia, terminologia, twierdzenia, wzory) trzeba rozumie¢ i zna¢ na pamiec.

Zakres materialu

1. Pojecia:

(a) zbiér,
(b) element zbioru,

(c) zbidr skoriczony,

)
)
)
(d) zbiér pusty,
(e) zbidr niepusty,
)

(f) inkluzja/zawieranie zbioréw,

2. Dzialania na zbiorach:

(a) suma zbioréw U
(b) iloczyn zbioréw N

(c) roznica zbioréw \

3. Prawa rachunku/algebry zbioréw:

(a) prawa przemiennosci dodawania i mnoze-
nia,

(b) prawa tacznosci dodawania i mnozenia,
(c) zwiazki dodawania i mnozenia ze zbiorem

pustym,

Oznaczenia i terminologia

(g) podzbidr,

(h) podzbiér wiasciwy,
(i) nadzbidr,

(j) réwnos¢ zbioréw,

(k) zbiory roztaczne;

(d) réznica symetryczna zbioréw —

(e) dopetnienie/uzupetnienie zbioru ’

(d) prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania i dodawania wzgledem mnoze-
nia,

(e) prawa idempotentnosci,
(f) prawa pochlaniania,

(g) prawa de Morgana.

1. Zbibr Zbidr jest tzw. pojeciem pierwotnym, tj. takim, ktérego nie definiujemy, ale ktérym sie

postugujemy w rozwijaniu zagadnien.



2. Element zbioru

(a) Przedmioty nalezace do zbioru nazywamy jego elementami.

(b) Jezeli element a nalezy do zbioru Z, to piszemy a € Z i czytamy "a nalezy do Z" lub "a jest
elementem zbioru Z".

(c) Jezeli element m nie nalezy do zbioru Z, to piszemy m ¢ Z.

(d) Zbidr, ktorego elementami sa a,b, ¢, ... zapisujemy {a,b,c,...}.
(e) Jezeli a jest jedynym elementem zbioru A, to piszemy A = {a}
(f) Dwa rézne zbiory moga zawierac¢ elementy wspoélne.

3. Zbidr skoniczony Niektore zbiory skladaja sie ze skoriczonej liczby elementéw — sa to zbiory
skoriczone.

4. Zbiér pusty Zbior, ktory nie zawiera zadnego elementu nazywa sie zbiorem pustym i oznacza
symbolem @.

5. Zbidr niepusty Zbior, do ktérego nalezy przynajmniej jeden element nazywa sie zbiorem niepu-
stym.

6. Inkluzja/zawieranie zbioré6w

(a) Jezeli kazdy element zbioru A nalezy do zbioru B, to méwimy, ze zbiér A jest zawarty w zbio-
rze B albo ze zbioér B zawiera zbior A.

(b) Piszemy wtedy A C Blub B D A i czytamy "A jest zawarty w B" lub "B zawiera A".

(c) Zbidér A nazywa sie czescig albo podzbiorem zbioru B, a zbiér B — nadzbiorem zbioru A.

(d) Zbiér pusty @ jest podzbiorem kazdego zbioru.

)

(e) Relacja zawierania jest przechodnia, tzn., ze jezeli A C Boraz B C C,to A C C, czyli
(ACB)A(BCC)=ACC.

7. R6wnos$¢ zbioréw Jezeli A C B oraz B C A, to méwimy, ze zbiory sa identyczne (réwne) i pisze-
my A = B. Wtedy kazdy element zbioru A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy
do zbioru A.

8. Podzbiér wlasciwy Jezeli A C B, ale B ¢ A, to A nazywamy pozbiorem wtasciwym zbioru B.
9. Zbiory rozlaczne Dwa zbiory nie majace wspdlnych elementéw nazywamy roztgcznymi.
10. Dzialania na zbiorach

(a) Suma zbioréw U

i. Sumgq zbioréw A i B nazywamy taki zbiér C, do ktérego naleza wszystkie elementy zbio-
ré6w A i B i zadne inne. Piszemy C = AU B (rys.[1). Zatem

x€ AUB & (x € A)V (x € B).



Rysunek 1: Suma dwoéch zbioréw: A U B.

ii. Pojecie sumy dwoéch zbioréw mozna uogdélni¢ na dowolna (skoriczona) liczbe sktadni-
kéw. Suma n zbioréw nazywamy zatem zbidr, ktérego kazdy element nalezy przynaj-

mniej do jednego z danych zbioréw. Nie wyklucza sie wiec, ze jakié element nalezy
réwnoczesnie do kilku skfadnikéw (rys. [2).

Rysunek 2: Suma trzech zbioréw: A UBUC.

iii. Dodawanie zbioréw podlega dwém prawom:

A. prawu przemiennosci

AUB=BUA,
B. prawu tqcznosci
(AUB)UC=AU(BUC).

iv. Stwierdzamy réwniez, ze

AL AUA=A,

B. AU =A,

C. Jezeli A C B, to AUB = B (rys.[3).

B

&

Rysunek 3: Jezeli A C B,to AUB = B.

(b) Iloczyn zbioréw N

i. Zbiér C, ktérego elementy naleza zaréwno do A, jak i do B, nazywamy iloczynem zbioréw
A'i B. Piszemy C = AN B (rys.[4). Zatem

x€ANB& (x € A)A(x € B).



Rysunek 4: Iloczyn dwéch zbioréw: A N B.

ii. Iloczyn zbioréw mozna utworzy¢ dla dowolnej (skoriczonej) liczby czynnikéw.
iii. Iloczyn zbioréw podlega dwém prawom:

A. prawu przemiennosci
ANB=BNA,

B. prawu tqcznosci
(ANB)NC=AN(BNC).

iv. Jezeli A C B, to AN B = A (rys. .

Rysunek 5: Jezeli A C B,to ANB = A.

v. Zbiory A i B sa rozlaczne wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = @ (rys. [p).

Rysunek 6: Iloczyn zbioréw roztacznych jest zbiorem pustym @.

(c) Réznica zbioréw \
i. Zbiér C tych wszystkich elementéw, ktére naleza do zbioru A, a nie naleza do zbioru B,

nazywamy rdznicq zbioréw A i B. Piszemy C = A\ B (rys.[7). Zatem

xe A\B< (x € A)A(x & B).



Rysunek 7: R6znica dwoch zbioréw: A \ B.

ii. Jezeli zbiory A i B sa rozlaczne, to A\ B = A, bo kazdy element, ktéry nalezy do A nie
nalezy do B (rys. [§).

Rysunek 8: R6znica dwoch zbioréw rozlacznych: A\ B.

iii. Jezeli A C B, to A\ B =@ (rys. @)

Rysunek 9: Jezeli A C B, to A\ B = Q.

(d) Réznica symetryczna zbioréw —

i. Zbiér C tych wszystkich elementéw, ktére naleza do dokladnie jednego ze zbioréw A
i B nazywamy rdznicq symetryczng zbioréw A i B. Piszemy C = A—B (rys.[10). Zatem

xeEA-Be [(xe A)A(x ¢ B)]V[(x ¢ A)A(x € B)].



Rysunek 10: Réznica symetryczna dwoéch zbioréw: A—B.

ii. Definicja formalna:
A-B=(A\B)U(B\A).
iii. Jezeli A C B,to A—B = B\ A (rys. .

Rysunek 11: Jezeli A C B, to A—B = B\ A.

(e) Dopelnienie/uzupelnienie zbioru ’

i. Niech dany bedzie zbiér U, zwany przestrzenig, oraz jego podzbiér A C U. Dopetnieniem
zbioru A nazywa sie réznice

Al=U\A={xelU:x¢ A},

oznaczana zwykle symbolem A’ (rys. [12). Jest to zbi6r wszystkich elementéw pewnego
ustalonego nadzbioru, ktére do danego zbioru nie naleza.

b A

Rysunek 12: Zbiér A’ — dopelnienie zbioru A w przestrzeni U.

ii. Z definicji wynika, ze dopetnienie zbioru zalezy od wyboru przestrzeni.

iii. Korzystajac z pojecia dopelnienia zbioréw, réznice zbioréw A, B C U mozna zapisac

w postaci:
A\B=ANB.
iv. Dla dowolnej przestrzeni U prawdziwe sa réwnosci
A @ =1,
B. U =@.

v. Dla ustalonej przestrzeni U i dowolnego A C U zachodzi (A")" = A.
vi. Zbi6r i jego dopelnienie sa roztaczne

ANA =0@.



vii. Suma zbioru i jego dopelnienia daje cala przestrzen
AUA =U.

viii. Dla danych A, B C U zachodza prawa
A. (AUB) =A'NnP,
B. (ANnB) =A"UB/,
znane jako prawa de Morgana.
ix. Jezeli B= A’, to B’ = A.

Twierdzenia

1. Prawa rachunku/algebry zbior6w Zwiazki dotyczace dziatan na zbiorach i zachodzace dla
dowolnych zbioréw nazywane sa prawami rachunku zbioréw lub prawami algebry zbioréw.

(a) Prawa przemiennosci Dla dowolnych zbioréw A i B zachodza
i. prawo przemiennos$ci dodawania AUB = BU A,
ii. prawo przemiennos$ci mnozenia AN B = BN A.

(b) Prawa lacznosci Dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodza
i. prawo tacznosci dodawania AU (BUC) = (AUB)UC,
ii. prawo tacznosci mnozenia AN(BNC)=(ANB)NC.

(c) Zwiazki dodawania i mnozenia ze zbiorem pustym Dla dowolnego zbior A zachodza
i. AUDQ =A,
ii. ANQ® = Q.

(d) Prawa rozdzielnosci Dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodza
i. prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania AN (BUC) = (ANB)U(ANC),
ii. prawo rozdzielno$ci dodawania wzgledem mnozenia AU (BNC) = (AUB)N(AUC).

(e) Prawa idempotentnosci Dla dowolnego zbioru A zachodza

i. AUA=A,
ii. ANA=A.
(f) Prawa pochtaniania Dla zbioréw A, B takich, ze A C B, zachodza
i. AUB =B,
ii. ANB=A.

(g) Prawa de Morgana Dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodza
i. A\(BUC)=(A\B)N(A\C),
ii. A\(BNC)=(A\B)U(A\CQ).

Przydatne wzory

1. Pierwiastki réwnania kwadratowego Liczba rzeczywistych rozwiazan réwnania kwadrato-
wego ax? + bx + ¢ = 0 zalezy od wyréznika A = b* — 4ac:

(a) jezeli A < 0, to réwnanie kwadratowe nie ma rozwiazan rzeczywistych,

(b) jezeli A = 0, to réwnanie kwadratowe ma dokladnie jedno rozwiazanie: x; = x, = —%,



(c) jezeli A > 0, to rownanie kwadratowe ma dokladnie dwa rozwiazania rzeczywiste:

—b—+VA —b+ VA
XN=—, Xp = ———.
2a 2a
Zadania
1. Zapisa¢ zbior pierwiastkéw réwnania
(@) x> —16x +64 =0, (b) x> —3x+10=0, (c) x* —4x =0
i okresli¢ jego liczebnos¢.
2. Obliczy¢
(a) sume, (c) réznice,
(b) iloczyn, (d) réznice symetryczna
zbioréw A, B okredlonych nastepujaco
(@) A=1{1,2,3,4}, B={3,4,5,6}, (b) A=10,4), B=13,6).

3. Wyznaczy¢ i naszkicowac na osi liczbowej lub w ukfadzie wspétrzednych zbiory

@) AUB, (b) ANB, (c) A\B, (d) B\ 4, (e) A—B,

jesli zbiory A i B okre$lone sa nastepujaco:

(@ A={xeR:x*>4},B={xcR:x>1},

b) A={xeR:x*>1},B={x e R:x* <4},

() A={{x,y) eR?*:y—x<0},B={{x,y) e R*>: x+y < 3},
(d) A={(xy) eR*:y=x[},B={({xy) e R®:x=|y|},

() A={(x,y) e R?:x?+y?> <4},B={{(x,y) e R?: x+y < 2}.

4. Dla dowolnych zbioréw A, B, C zilustrowa¢ za pomoca diagraméw Venna réwnosci

@ (A\B)NB=20, (i) (AUB)\C=(A\C)U(B\C),
(b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC), G) A\ (BUC) = (A\B)N(A\C),
() AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

(k) A~B=B-A,

)
)
)
(d) (AUB)UC =AU (BUC), o o
(e) (ANB)NC=AN(BNC), ® Af(B_C) = (4=B)=C,
) A'NB = (AUBY, (m) A=0 =4,
(g) AUB' = (ANB), (n) A-A=0Q,
(h) A\ (B\C)=(A\B)U(ANC), (0) AN(B-C) = (ANB)-(ANC).

5. Korzystajac z diagraméw Venna sprawdzi¢, czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A i B
zachodza nastepujace réwnosci:



(@) (AUB)\ B = A? (b) (A\B)UB = A?

6. Korzystajac z diagraméw Venna sprawdzi¢, jaka musi by¢ zalezno$¢ miedzy zbiorami A i B zeby
zachodzito

(@) (AUB)\ B = 4, (b) (A\B)UB = A.
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