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Rownowaga Nasha

Jest to profil strategii teorii gier, w ktorym strategia kazdego z graczy jest optymalna, przyjmujac wybdr jego
oponentdw za ustalony.W teorii gier rwnowaga nazywamy sytuacje gdy gracze wybierajg taka strategie , ze gdy
jeden z pozostatych graczy dokonuje zmiany swojej strategii (przy zatozeniu, ze strategie pozostatych sie nie zmienig) i
to nie powoduje wygranej gracza, ktéry zmienit swojg strategie. Taka sytuacja oznacza wtasnie rownowage Nasha. Jej
nazwa pochodzi od jego twdrcy Johna Nasha, ktéry byt jednym z laureatdw nagrody nobla w dziedzinie ekonomii w

1994 roku

Jezeli gra posiada tylko jedng strategie rownowagi Nasha, na przyktad przyznanie sie do winy wszystkich graczy
(dylemat wieznia) to jest to jedyne rozwigzanie tej gry. Zazwyczaj gry maja wiecej rozwigzan, dlatego dylemat
wieznia jest uwazany za jedng z tatwiejszych gier.




Twierdzenie o rownowadze,
J.Nash,1950

(Nash,1950) Zatézmy, ze kazdy ze zbiorow Xi jest zwartym wypuktym podzbiorem Rk.
Zatdzmy ponadto, ze dla kazdego i funkcja ui jest ciggta na X1x--xXn oraz jest wklesta
wzgledem i-tej zmiennej, przy ustalonych pozostatych zmiennych. Wtedy gra T,
okreslona przez zbiory Xi i funkcje ui, posiada rownowage Nasha.




Dowdd tw. Nasha

Idea tego dowodu polega na tym, zeby skonstruowac¢ odwzorowanie, ktore bedzie miato punkt
staty wtedy i tylko wtedy, gdy gra posiada rownowage Nasha. Wtedy sprawdzimy, ze to
odwzorowanie spetnia zatozenia twierdzenia Kakutaniego, zatem ma punkt staty, a gra ma
rownowage. Dowdd twierdzenia przeprowadzimy dla przypadku, gdy jest dwdch graczy. Ta zmiana
upraszcza jedynie notacje, natomiast dowdd w ogdélnym przypadku nie jest ani troche bardziej
skomplikowany.




Bi(y) =fa € X1 :ul(a,y) = max x €X1 ul(x,y)},
B2(x) ={b € X2 : u2(x,b) = maxy €X2 u2(x,y)}.

Zbior B1(y) interpretujemy jako zbior najlepszych odpowiedzi 1. gracza na strategie y drugiego. Podobng

interpretacje ma zbior B2(x). JeSli teraz zdefiniujemy sobie multifunkcje

F(x,y) = B1(y)xB2(x),
to to bedzie to odwzorowanie, ktdrego szukamy, bo ewentualny punkt staty takiego odwzorowania
(x*y*) € F(x*y*) bedzie miat takg wtasnoSC, Ze x* bedzie najlepszg odpowiedzig na strategie y*i na

odwrdt, czyli to bedzie rownowaga Nasha.

Sprawdzmy zatem, czy spetnione sg zatoZenia twierdzenia Kakutaniego.




1. Multifunkcja F jest zdefiniowana na zbiorze U = X1 xX2, ktdry jest zwarty. To mozna uzasadnic na wiele sposobdéw
(wyciggajgc podcigg zbiezny z jednej wspdtrzednej, a potem z niego podcigg zbiezny po drugiej, lub méwigc, ze
produkt zbioréw domknietych i ograniczonych tez ma te wtasnoS¢). Jest tez wypukly jako produkt zbioréw
wypuktych.

2. Zbiory B1(y) (B2(x)) sg zawsze niepuste, bo kazda funkcja ciggta na zbiorze zwartym osigga swoje supremum na
tym zbiorze.

3. Funkcja ul(-y) jest wklesta dla kazdego y € X2, stad jesli dla ustalonego y osigga ona maksimum dla x1 oraz x2,
to musi osiggac je takze dla kombinacji wypuktych tych punktéw, a to oznacza, Ze dla kazdego y, zbidér Bi(y) jest
wypukty. Podobnie mozna uzasadniC wypuktoSC B2(x). Poniewaz iloczyn kartezjanski dwdch zbioréw wypuktych tez
jest wypukty, to F(x,Y) jest zbiorem wypuktym dla dowolnych x i y.




4. Wezmy teraz dowolny cigg{xi}elementdéw zbioru B1(y) dla dowolnego ustalonego y, zbiezny do pewnego x.

Poniewaz funkcja ul jest ciggta, to x tez nalezy do B1(y). Zatem zbidr ten jest domkniety. Jako podzbidr X1 jest
takze ograniczony, a zatem zwarty. Podobnie pokazujemy, Ze B2(x) sg zbiorami zwartymi. OczywiScie F(x,y),

jako iloczyn kartezjanski zbiorow zwartych, jest dla dowolnych x i y takze zbiorem zwartym (patrz punkt 1.).

5. DomknietoS¢ wykresu. Znowu (bez utraty ogdlnosSci) ograniczymy sie do jednej wspoétrzednej. Zatézmy nie
wprost, ze wykres B1 nie jest domkniety, czyli istnieje ciag {(xn,yn)} zbiezny do (x,y) taki, ze xn € Bl(yn), ale x
6 € B1(y). Pierwsza z tych rownosci oznacza, Ze
ul(a,yn)-ul(xn,yn) Va € X1,
ale poniewaz ul jest ciggta, wiec prawdziwe musi byC takze
ul(a,y)-ul(xy) Va € X1,

co jest rownowazne x € B1(y) — sprzecznosScC. Czyli wykres naszego odwzorowania jest domkniety.

A zatem wszystkie zatoZenia twierdzenia Kakutaniego sg spetnione, wiec gra [ posiada rownowage Nasha.




Whniosek

Twierdzenie Nasha dla gier dwumacierzowych wynika z powyzszego twierdzenia w nastepujgcy sposob:
Niech X1 =P(W), gdzie W ={1,...,m} — zbidr wierszy macierzy, a X2 = P(K), gdzie K={1,...,n} — zbidr kolumn.
Dowolny rozktad prawdopodobienstwa p = (u1,...,um) € P(W) jest uktadem m liczb spetniajgcych warunki Pi
Wi=1, wi 0 Vi. Zbiodr takich p jest wypuktym i zwartym podzbiorem Rm. Podobnie w przypadku zbioru
strategii mieszanych 2. gracza. Z kolei wyptata gracza 1. (podobnie z wyptatg 2.), gdy uZywane sg strategie W i
0, ul(p,0) =PiPj Aijuioj jest funkcjg liniowg (whasciwie afiniczng) wzgledem Wi 0 z osobna; taka funkcja jest
tez w szczegdlnoSci ciggta i wklesta wzgledem i 0 z osobna.2 A zatem spetnione sg zatoZenia
udowodnionego przez nas uogolnionego twierdzenia Nasha, i gra posiada rwnowage w strategiach z X1 i X2,
czyli strategiach mieszanych w wyjSciowej grze dwumacierzowe;j.
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